1. feladat. Egy n x k-as tabldzatba gy irunk be egész szamokat, hogy mind az n sorban szerepeljen 1-t61 k-ig
minden egész szdam. Jeldljik S-sel a kapott k oszlopdsszeg legnagyobbikdt. Minden n-re és k-ra adjuk meg S lehetséges
legkisebb értékét!

Megoldas. A feladat szovegébdl adodéan n és k pozitiv egészek. Vilagos, hogy n = 1 esetén S = k, ezért a
1
tovabbiakban feltessziik, hogy n > 2. A tablazat minden soraban a beirt szamok Osszege 1 +2+ ...+ k = §k(/€ +1),

1 1
igy a tablazatbeli szamok Osszege §nk(k: +1). A k oszlop valamelyikében tehat az Osszeg legalabb gn(k: + 1), vagyis

= %n(k +1). Ebbol

S > Bn(k + 1)}

értéke. Ehhez azt kell igazolni, hogy létezik olyan tablazatkitoltés, amiben minden oszlopdsszeg legfeljebb

1
—n(k+1)].
3+
Ha n paros, akkor kénny1 ilyet taldlni: a paratlanodik sorokba névekvd, a paros sorszamuakba csékkend sorrendben
irjuk be az egészeket. Ezaltal az i-edik oszlopOsszeg

n. n . 1
§z+§(k+1—z)—§n(k+l)

lesz. Ha n paratlan (és n > 3), akkor is megtehetjiik, hogy az els6 n — 3 sort a fentiek szerint toltjiik ki (hiszen paros

1
szamu sorrél van sz0), és ezaltal minden oszlopban az elsé n — 3 elem Osszege B (n—3)(k+ 1) lesz. Ahhoz tehat, hogy

minden oszlopban az 6sszeg legfeljebb
1

legyen, az sziikséges, hogy a tablazat utols6 harom sorat ugy toltsiik ki, hogy minden oszlop utolsé harom elemének
Osszege legfeljebb

Bn(kﬂﬂ =)k 1) = Bn(lﬁ—l)— %(n—B)(IH—l)—‘ - E(kﬂﬂ

legyen. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy az utolsé 3 sorba egy a feladatban leirt 3 x k& méretd tablazatot kell elhelyezniink.
A tovabbiakban tehat az n = 3 esetre szoritkozunk.

3(k+1
Ha k = 2m+1 péaratlan, azaz S = % = 3(m+1), akkor az alabbi modon kitoltott tablazat megfelel a célnak:
1 2 ... i o mE1m 42| .. J o 2m+1
2m 4+ 112m — 1|...|12m + 3 — 2i|. .. 1 2m |...|Jdm+4—2j5]...| 2
m+1im+2]. .. m41 o 2m4+1 1 ..l g—m—=1]|..] m

Ha pedig k = 2m péros szam és

G [3(1@24-1)] _ [Gm;— 3} e,

akkor példaul az alabbi modon tolthetjiik ki a 3 x k méretd tablazatot:

1 2 ... ) o mim4+1]... j ...|2m
2m 2m —2[...2m+2—-2¢...| 2 2m —1|...[dm+1—-2j|...| 1
m+1m+2]|... m41 .2m| 1 ol g—m . m

Koénnyen ellendrizhets, hogy mindkét tablazatban minden sorban szerepel 1 és k kozott az Osszes egész, tovabba,
hogy egyetlen oszlopdsszeg sem nagyobb S-nél. [

2. feladat. Hatdrozzuk meg azokat a pozitiv egészekbdl d@llo (a,b) szdmpdrokat, amelyekre igaz az aldbbi dllitds: a
pozitiv egészek halmaza felbonthats két diszjunkt halmaz, Hy és Hs unidjdra ugy, hogy sem a, sem b nem irhato fel
sem két Hq-beli, sem két Ho-beli szam kiilonbségeként.

1T2] az « szam felsé egész része; a legkisebb egész szam, amely nem kisebb z-nél.



Megoldas. Tekintsiik az 1,1+ a,1+ 2a,1+ 3a,..., illetve az 1,14+ b,1+ 2b,1 + 3b, ... sorozatokat. E két sorozat
béarmelyikére igaz, hogy két szomszédos elemének kiilonbsége a vagy b, ezért semelyik két szomszédos elem sem lehet
a Hi és Hy halmazok koziil ugyanabban. Mas széval mindkét sorozat felvaltva tartalmaz H; és Ha-beli elemeket. Azt
kaptuk tehat, hogy az 1+ ka és az 1+ b egészek pontosan akkor vannak ugyanabban a halmazban, ha k és ¢ paritasa
megegyezik (hiszen mindkét sorozat elsé eleme 1).

Legyen n, illetve m az a, illetve b kanonikus alakjaban a 2 primtényezs kitevSje, azaz a = 2"a’ és b = 2™¥,
ahol o', illetve b’ paratlan szamok. Az altalanossag megszoritésa nélkiil feltehetjiik, hogy n > m teljesiil. Tekintsiik az
x :=14+2"a'b’ szamot. Mivel x = 1+b’a ugyanabban a halmazban van, mint x = 14+a'2"~"™b, a fenti megfigyelésiinkbsl
az adodik, hogy b’ és a’'2"~™ paritasa megegyezik, vagyis a’2"~"™ paratlan, ami csak tgy lehetséges, ha n — m = 0,
azaz ha n = m. Azt kaptuk tehat, hogy ha lehetséges a pozitiv egészeket két halmaz uniéjara bontani a feladatban
leirt mo6don, akkor a és b kanonikus alakjaban a 2 primtényez ugyanazon a kitevén szerepel.

A megoldast annak megmutatésaval fejezziik be, hogy ebben az esetben (tehat ha n = m) megadhat6 a kivant
felbontas. Legyen ugyanis

k
H, = {k €Z:k>0és {Z—HJ pératlan} , illetve

k
Hy = {kEZ:k>OéS {2—4 paros}.

Ez a valasztas megfelels, hiszen ha z — y = a, akkor x = y + a, tehat

== 5] =l ) = [ o] = [+

an_{ on J_ ST R A B T

Mivel @’ paratlan, ez azt jelenti, hogy = és y egyike H;-beli, a méasik pedig H> eleme. Hasonléan lathat6, hogy ha két
pozitiv egész kiilonbsége b, akkor azok kiilénb6z6 halmazokbdél valok:

roy=boa=ytb= || = V;bJ - [%%J Ly = [ L]+

Azt kaptuk tehat, hogy pontosan akkor létezik a feladatban leirt felbontas, ha a és b primtényezss felbontasaban
a 2 prim ugyanazon a kitevén szerepel. [

Megjegyzések. 1. Kénnyen lathatoé, hogy ha a és b pontosan ugyanazokkal a 2-hatvanyokkal oszthato, akkor a pozitiv egé-
szeknek a feladat szerinti barmely felbontasa tgy all els, hogy a 2" szerinti maradékosztalyok elemeit ,felvaltva” tessziik Hi-be
és Hs-be.

2. Ha a Hi-ben, illetve Ha-ben felléps kiilonbségekbdl nem két szamot (a-t és b-t) tiltunk meg, hanem tobbet, akkor a
megoldasban leirt moédszerrel igazolhatd, hogy pontosan akkor létezik a kivant particio, ha a tiltott szdmok mindegyikének
kanonikus alakjaban ugyanazzal a kitevével szerepel a 2 primoszt6. A lehetséges halmazokba osztasok itt is pontosan gy
kaphatok, ahogy azt az 1. megjegyzésben leirtuk.

3. Nagy Daniel azt figyelte meg, hogy harom halmaz (Hi, H2 és H3) uniéjara mindig felbonthatok a pozitiv egészek ugy,
hogy semelyik halmazon beliil se lépjen fel a vagy b kiilonbség. Ez a tény a ,moho szinezés” erre az esetre torténd alkalmazasaval
igazolhato: sorra elddntjiik az 1,2, 3, ... szdmokrdl, hogy a H; halmazok koziil melyikbe tessziik. Konkrétan: a soron kovetkezs k
pozitiv egészhez Ggy valasztjuk a k-t tartalmazo6 halmazt, hogy k ne legyen egy halmazban a korabban mar valamelyik halmazba
besorolt (k — a) és (k — b) szamok egyikével sem. Mivel harom halmazunk van, ezt mindig megtehetjiik. Ezzel a moédszerrel
minden pozitiv egészt a Hi, Ho és Hs halmazok koziil pontosan egyhez rendeliink, és a konstrukciéobol adédéan az igy kapott
felbontas rendelkezik a kivant tulajdonséggal. Az is konnyen lathato, hogy ha a 2. megjegyzésben leirtak szerint tobb tiltott
szamunk van (mondjuk ¢), akkor a pozitiv egészek halmaza bizonyosan felbonthaté ¢ + 1 halmaz uni6jara a feladatban leirt
modon.

3. feladat. Hatdrozzuk meg azokat az f fligguényeket, amelyekre

(i) f az egész szamok halmazdn van értelmezve;

(i1) f(2) raciondlis szdim minden z egész szdm esetén;

(141) ha f(x) < e < f(y) és c raciondlis, akkor f felveszi a ¢ értéket; és
() ha x, y, z egészek és dsszegik nulla, akkor

f@)+ fy) + f(2) = f(2)f(y)f(2)

teljesiil.

Megoldas. Vegyiik észre, hogy az f = 0 fliggvény teljesiti a feladatban leirt feltételeket. Megmutatjuk, hogy ezen
kiviil nincs maés ilyen tulajdonsagu fiiggvény.

2Egy « szam |x| alsé egész része (vagy egész része) az a legnagyobb egész szam, amely nem nagyobb z-nél.



A (i) feltételbsl = y = 2 = 0 helyettesitéssel adodik, hogy 3f(0) = f(0)°, azaz f£(0)(f(0)* — 3) = 0. Innen
£(0) = 0 vagy f(0)* = 3 kdvetkezik, 4m az utobbi lehetdség ellentmond (ii)-nek, igy f(0) = 0. Ezek utan y = —x 6és
z = 0 helyettesitéssel (iv) f(x)+ f(—2x) = 0 alakot 6lt, tehat f(z) = —f(—=x) teljesiil minden z egész szamra, vagyis f
paratlan fiiggvény. Végiil az y = = és z = —2x helyettesitéssel (iv)-b6l azt kapjuk, hogy 2f(x) — f(2z) = —f(:b)2f(2x),
azaz

(1) 2f(x) = f(22)(1— f(2)?).

Tegyiik fel tehat, hogy f # 0, azaz van olyan x egész, amire f(x) # 0. Ekkor (1) bal oldala nemnulla, igy a jobb
oldal sem lehet zérus, tehat ‘ f (;v)| # 1 teljesiil minden olyan z egészre, ami nem gyoke f-nek. Méas szoval az f fliggvény
nem veszi fel az 1 és —1 értékek egyikét sem. Lattuk, hogy f(0) = 0, ezért (4i7) miatt ‘f(n)‘ < 1 teljesiil minden n
egészre. Ha tehat 0 < | f(x)| < 1, akkor (1) miatt

| 2@ | @] 2f@)] _
adodik, azaz | f(2"z)| > 2"|f(z)|, ha n > 1 egész. Legyen n olyan pozitiv egész, amire 2" > ﬁ teljesiil. Ekkor
1
2"x 2" f(x — | flx)| =1,
el > 2 > )

marpedig ez ellentmond a fenti megfigyelésnek, ami szerint |f| < 1. Tehat f = 0 az egyediili olyan fliggvény, ami
teljesiti az (i)—(iv) feltételeket. [

Megjegyzés. Tobben észrevették, hogy a feladat (iv) feltétele teljesiil a tangens fiiggvényre. Ez a megfigyelés, mint lattuk,
nem sziikséges a megoldashoz, de ennek ismerete ravilagit annak otletére. Ha ugyanis az f fiiggvényre fennall a (iv) tulajdonsag,
akkor a := arcctg (f(1)) valasztassal tetszGleges n pozitiv egészre f(n) = tg (n - «) adodik. Mivel tg (& g) nem értelmes, azért

n-a=+2 4 2%k semmilyen egész n, k esetén sem teljesiilhet, igy olyan egész m sem létezik, amire tg (ma) = £1 all. A (447)

feltétel miatt ekkor | f| < 1, méarpedig ha tg () # 0, akkor az v alkalmas t6bbszorosének tangense 1-nél nagyobb abszolit értéki
lesz.



