I. rész

1. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet az egész szamok halmazdn:
|452 — 8| 4+ 7 - 22+ 4 logk(x — 2) + V4z + 2009 = 2010.

(11 pont)

Megoldas. Az egyenlet értelmezési tartoméanyat megvizsgalva kapjuk, hogy x > 2 (ez a legerGsebb feltétel, a
logaritmus értelmezése miatt). Mivel z egész szadm, azért © > 3. Masrészt mivel a bal oldalon minden tag nemnegativ,
azért x < 4, hiszen x = 5 esetén 7 - 2°7* mar nagyobb 2010-nél (és a szigort monoton névekedése miatt értéke 5-nél
nagyobb z-ekre még nagyobb lesz).

Vagyis csak x = 3 és = = 4 johet széba, ezek koziil behelyettesitéssel adodik, hogy az egyenlet egyetlen egész gydke
r =4

2. Egy hdromszog eqyik oldala a = 10, a rajta fekvd két szég B = 50° és v = 60°. Szamitsuk ki annak a forgdstestnek
a térfogatdt, amelyet igy kapunk, hogy a hdromsziget megforgatjuk a leghosszabb oldala kériil. (12 pont)

Megoldas. A megadott szogek alapjan o = 70°, igy a leghosszabb az a oldal, ekoriil forgatjuk meg a haromszoget.
A keletkezs forgastestet tekinthetjiik két, k6zos alapkortd forgaskipnak, ahol az alapkor sugara a haromszog a oldalahoz
tartozé m, magassaga lesz.

A haromszog teriiletét kétféleképpen felirva:
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A kupok magassagat mi-gyel és mo-vel jeldlve térfogatuk:
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A kérdezett térfogat: V = ’TW -10 =~ 521,96.

3. a) Hatdrozzuk meg az aldbbi halmazok elemeit.

A = {logs (z — 6) < 2 egyenldtlenséy egész gyikei};

B = {20—ndl kisebb pozitiv egészek, melyeknek legaldbb 4 db osztojuk van};

C = { A szamjegyek Gsszegének lehetséges értékei az olyan hdromgjegyd szamokban, amelyeknek a szdmjegyei szamtani
sorozatot alkotnak}.

b) Adjuk meg a (C'\ A) U (AN B) halmaz elemeit. (14 pont)

Megoldas. a) Az A halmaz esetén a logaritmus definiciéja szerint z — 6 < 3% és z — 6 > 0, vagyis:
A =1{7;8;9;10;11;12;13; 14}.
A szoveg szerint:
B = {6;8;10;12;14;15; 16; 18}.

A C halmaznal mivel a szdmjegyek Osszege a kdzépss szamjegy 3-szorosa, azért a halmaz elemei 3-mal oszthatok.
A legkisebb a 3 lehet, a legnagyobb pedig a 27 (amelyek kozott mindegyik elg is fordulhat megfelels szamjegyek
Osszegeként), vagyis:
C = {3;6;9;12;15; 18; 21; 24; 27}.

b) A kapott halmazok alapjan:
C\ A= {3;6;15;18;21;24; 27},
AN B =1{8;10;12;14},
vagyis: (C'\ A)U (AN B)={3;6;8;10;12;14;15; 18;21;24; 27}.
4. A [-2;2] mely x elemeire igaz, hogy sinx, 2tg2x és 3cosx egy mértani sorozat szomszédos elemei ebben a
sorrendben? (14 pont)

Megoldas. Mivel a mértani sorozat tagjai kozott nem lehet 0, azért sina # 0, cosz # 0 és tg 2z # 0, azaz x # kg,
ahol k € Z.



A mértani sorozatban a kozépsé tag négyzete egyenl két szomszédjanak szorzataval, ezért 4 tg? 2o = 3sinx cos .
Ebbél
sin? 2z

8tg?2x =3 -2sinzcosx, azaz 8 = 3 - sin 2z.

cos? 2z
A kikotés miatt oszthatunk sin 2z-szel, majd rendezés utan (felhasznalva, hogy cos? 2z = 1 — sin? 2z) kapjuk, hogy
1
3sin” 2x + 8sin 2z — 3 = 0. Ennek gydkei: (sin2z), = —3 és (sin2z), = 3 (A —3 nyilvan nem lehet megoldas.)
a) 2z ~ 0,340+ k; - 27 (k1 € Z), amib6l x ~ 0,170 + k1 - 7. Ezek koziil csak k1 = 0 esetben esik a gyok a [—2; 2]-ba.
b) 2x &~ 2,802 + ko - 27 (ko € Z), amibdl © ~ 1,401 + ko - 7. Ezek koziil ko = 0 és ko = —1 esetben esnek a gyokok
a [—2;2]-ba.
Tehat a feladat harom megoldéasa: 1 ~ 0,170, xo =~ 1,401 és x3 ~ —1,741.
Ellendrizhetd, hogy a kapott értékek valoban megfelelnek a feladat feltételeinek.

II. rész

5. Az A pont illeszkedik az
e:2x—y+4=0,

a B pont pedig az
f:2x+3y—8=0

egyenletd egyenesre. Hatdrozzuk meg az A és B pontok koordindtdit, ha az AB szakasz felezdpontja F(5;4). (16 pont)

Megoldas. Az e egyenest tiikkrozve az F' pontra, az A pont a B-be keriil. Ezért ha az e egyenest tiikkrozziik F-
re, akkor a tiikorkép az f egyenest B-ben fogja metszeni. Felirjuk az e egyenesnek F-re vonatkozo e’ tiikoérképének
egyenletét. Ehhez vessziik e két tetszbleges pontjat, pl. P(0;4) és Q(1;6), ezek F-re vonatkozo tiikorképei P’(10;4) és
Q’'(9;2), a rajtuk athalado egyenes egyenlete ¢': 22 — y = 16.

Kiszdmitjuk e’ és f metszéspontjanak koordinatait. Megoldva az e’ és az f egyenleteibdl allo egyenletrendszert
kapjuk, hogy B(7; —2).

B pontnak F-re valo tiikorképe adja: A(3;10).

6. a) Hatdrozzuk meg a P és Q pontok koordindtdit, ha P az
flz) =2 —32% =9z +2

fiigguény inflexios pontja, Q elsd koordindtdja f lokdlis mazimumhelye, mdsodik koordindtdja pedig a lokdlis mazimum
értéke.

b) Irjuk fel a g mdsodfoki fiigguény hozzdrendelési szabdlydt, ha g képének tengelypontja a P pont és a grafikon
dthalad a Q ponton is.

c¢) Szamitsuk ki a két figgvény grafikonja dltal kézrefogott P és Q cstcsokkal rendelkezd sikidom teriletét. (16 pont)

Megoldas. a) f'(z) = 322 — 62 — 9, ennek zérushelyei —1 és 3. Mivel az f fiiggvény (a harmadfoka tag pozi-
tiv egyltthatoja miatt) az els6 lokalis szélsGértékig névekvs, azért —1 a lokalis maximumhely. A @ pont masodik
koordinatajat pedig behelyettesitéssel kapjuk: (—=1)° =3 (=1)> —9(=1)+2=T.

f"(x) = 6z — 6, ennek zérushelye 1, ez P els6 koordinataja. A masodik pedig

1-3-9+2=-9.

Tehat P(1;-9), Q(—1;7).
b) Mivel a parabola tengelypontja P(1; —9), hozzarendelési szabalya:

g@)=a-(¢-1)" -9
alaki (a € R). Behelyettesitve Q koordinatéit: 7 = a - (—=2)° — 9, amib6l a = 4. Tehat g(z) = 4- (¢ —1)* — 9, azaz

g(x) = 42® — 8z — 5.
¢) A kérdezett tertilet:

Bar nem volt feladat abréazolni, a két fiiggvény grafikonja (illetve azok egy részlete) igy néz ki:
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7. Néhany egybevigo, egység éli kocka 3-3 lapjdt befestjiik pirosra, mindegyik kockdt egyformdn, gy, hogy eqy kizds
csucsban taldlkozo hdrom lap legyen szines. 8 ilyen kockabdl egy 2 x 2 X 2-es nagyobb kockdt épitink gy, hogy a kis
kockakat véletlenszerien helyezzik egymdsra.

a) Mekkora annak a valdszinisége, hogy a nagy kocka minden lapja (teljesen) piros?

b) Mekkora lenne ez a valdsziniség, ha 27 kis kockdbdl 3 x 3 x 3-as nagy kockdt épitink?

¢) Az dsszerakott ABCDEFGH 3x3x3-as kockdt szétvigjuk a BCQP sikkal (P az EF él, Q a HG él abra szerinti
harmadolé pontja), majd az egész épitményt lebontjuk. Az igy kapott testek kiozil azonos valdsziniséggel, véletlenszerien
vdlasztunk egyet. Mennyi a valdszinisége, hogy eqy kis kockdt vilasztunk? (16 pont)

Megoldas. a) Egy kockat Osszesen 24-féleképpen helyezhetiink el (pl. barmelyik lapja lehet alul és ezutan 4-féle
helyzetbe forgathatjuk). Ahhoz, hogy a 2 x 2 x 2-es nagy kocka minden lapja piros legyen, minden kis kockinak agy
kell allnia, hogy a 3 beszinezett lapja legyen kiviil. Ez a 24 esetbdl 3-szor teljesiil (a kis kockdknak a 3 piros lap
talalkozasanal levé csicsa meghatarozott és ezutan 3-féle helyzetbe forgathatjuk). Tehat annak esélye, hogy egy kis
kocka j6 helyzetben all:

a teljes kocka esetén a valosziniség

1 8
Z) ~5,96-1078.
(8) ,

1
b) Az a) részhez hasonloan a nagy kocka 8 cstcsaban levs kis kocka — valoszintiséggel all jo helyzetben. Azok
a kis kockak, amelyek a nagy kocka lapjainak kozepénél vannak, 3 valoszintséggel allnak jo helyzetben (6 ilyen kis

1
kocka van), a nagy kocka éleinek kozepén levs kis kockak (ilyenbdl 12 van) pedig 1 valoszintséggel (a 24 esetbdl
6-ban). A nagy kocka kozepén all6 kis kocka nyilvan tetsz6leges helyzetben lehet, vele nem kell foglalkozni. A keresett

valészintiség tehat
NS /1N\G 71\ 12 .
i T e T ~5,55-107"".
5)-G)-G) =

¢) A BCQP sik osszesen 12 kis kockat szel ketté (a felsd szinten 3-at, a kozépsén 6-ot, az alson 3-at). Ezért a
lebontés utan marad 25 — 12 = 13 kis kocka és még 2 - 12 = 24 nem kocka alaku test. Annak valoszintsége tehat, hogy

kis kockat vélasztunk: 13
— ~0,351.
37 ’

B. Az f: |-14;5] = R, f(z) = |z| + |x + 2| — |x — 3| fiiggvény grafikonjinak mely pontja van a legkizelebb, illetve
a legtdvolabb a P(—4;7) ponthoz? (16 pont)



Megoldas. A fiiggvényt célszerd dbrazolni, bontsuk linearis fliggvényekre:
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A P-hez legkdzelebbi pontot megkaphatjuk, ha merélegeseket bocsatunk a grafikon egyes darabjaira. A P A tavolsag
V32, a PB tavolsag V40, tehat a P ponthoz legkdzelebb az A(—8;3) pont van.

A P-t6l legtavolabbi pont meghatérozasahoz szamoljuk ki a torottvonal két végpontjanak, illetve az dbrdn C-
vel jelolt pontnak P-t6l valo tavolsagat. A C(—2;—3) és a (—14;9) pont P-t6l egyarant v/104 tavolsagra van, de a
(—14;9) pont nem tartozik a fiiggvény grafikonjahoz. Az (5;10) pont V90 tavolsagra van P-t6l, azaz a legtavolabbi
pont: C(—2;-3).

9. Két szomszédos természetes szam, Nagyobb (N) és Kisebb (K) beszélgetnek:

: Nekem 6 osztom van.

: Nekem tobb.

. A szdmjegyeim dsszege 11.

: Nekem kevesebb.

: Pontosan két egyforma szimjegyem van.

: Nekem is!

Melyik ez a két szam? (16 pont)
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Megoldas. Az, hogy a nagyobb szamban kisebb a szamjegyek Osszege, csak tugy lehet, hogy a kisebb szam 9-re
végzodik (egyébként a nagyobb szamban 1-gyel nagyobb lenne a szamjegyek 6sszege). Ekkor a nagyobb szamban a
szamjegyek Osszege csak 11—941 = 3 lehet, hiszen az egyesek helyén 9 helyett 0 fog allni, a tizesek helyén allo szamjegy
pedig 1-gyel n6. (Még csokkenhetne a szamjegyek Osszege tObbel is, ha a kisebb szam 1-nél tobb 9-esre végz6dne, de
esetiinkben ez nem lehet, mert a szamjegyeik Osszege 11.)

A nagyobb szam tehat 0-ra végzddik és 3 a szamjegyeinek Osszege. Mivel a szamnak pontosan 2 azonos szamjegye
van, ez csak ugy lehet, hogy van még egy darab 0, egy darab 1-es és egy 2-es szidmjegye. Két 0-ra a fentiek miatt nem
végzédhet a szam, ezért csak két lehetdség van: 1020 és 2010. A kisebb szam rendre 1019 és 2009 lenne. 2009 = 7241,
tehat valoban 6 osztoja van (és 2010-nek valoban ennél t6bb), viszont 1019 primszam, tehat nincs 6 osztdja.

Azaz a keresett két szam 2009 és 2010.



