I. rész

1. Legyen az A halmaz az a), a B halmaz a b) kifejezés értelmezési tartomdnya.

/10 — x
a) 10g1+5(;v2 — Oz + 14), b) ;E2——|—4

Abrdzoljuk szimegyenesen a B \ A halmaz elemeit. (11 pont)

Megoldas. Az a) részben szerepls kifejezés esetében a kovetkezo feltételeknek kell teljesiilni: x +5 > 0, x +5 # 1
és 22 — 92+ 14 > 0. Az els6 két feltételbsl © > —5 és x # —4. A masodfoka egyenlétlenség zérushelyei: z1 = 2, 2o = 7,
tehat az egyenlGtlenség megoldasa: x < 2 vagy x > 7.

Mindent 6sszevetve: A = ]—5; —4] U |—4;2] U ]7; 0o]. Ezek utén abrazoljuk az A halmaz elemeit a szamegyenesen.

A

— i > 0 egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie. Mivel e tort nevezGje minden

0
A b) részben szerepl6 kifejezés esetében a —
T

2-re pozitiv, igy az egyenl6tlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha 10 — z > 0, azaz x < 10. Vagyis: B = |]—00; 10]. A
B halmazt is abrazoljuk a szadmegyenesen.
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A B\ A halmaz elemeit ugy kapjuk, hogy a B halmaz elemei koziil kivesziink minden olyan elemet, mely A-nak is
eleme.

Tehéat: B\ A = ]—o0; —5]U{—4} U [2;7].

Széamegyenesen abrazolva:

B\ A

R ;

2. Egy egyenes kirhenger alakd zdrt tartdly alapkérének sugara 15 cm, magassiga 60 cm. A tartdlyt vizszintes
helyzetben két ridra erdsitették. A vizzel félig toltott tartdly aljan van egy D dugo (lisd abra). Ha ezt kihizzdk, akkor
a tartdly ald helyezett egyenes hasdb alaki felil nyitott edényekbe folyik a viz. Minden hasdb alapnégyzetének oldala
10 cm. Az elsd hasdb magassdga 50 cm, a mdsodiké 49 cm, a harmadiké 48 cm és igy tovdbb. Amikor az elsd hasdb
megtelik, onnan difolyik a mdsodikba, ha az is megtelik, akkor dtfolyik a harmadikba stb.

Hdny hasdb telik meg vizzel? (12 pont)
Megoldas. A tartalyban levd viz térfogata a tartaly térfogatanak a fele.

2 1527 - 60
Vigy = — gm - 7; ~ 21 205,75.

Az edények térfogatat sorban kiszamoljuk: Vso = 5000, Vig = 4900, Vig = 4800, Vi7 = 4700, Vie = 4600, . ... Mivel

5000 + 4900 + 4800 + 4700 = 19400 és 5000 + 4900 + 4800 + 4700 4 4600 = 24 000,



azért 4 db edény (az 50, 49, 48 és 47 cm magas) telik meg vizzel.

3. A négyzetszamokat ,,csomagokba” helyezzik az aldbbi mdodon:
1. esomag: (1),

2. esomayg: (4,9),

3. csomayg: (16,25, 36),

4. csomayg: (49,64, 81,100), stb.

a) Melyik szammal kezdddik a 16. csomag?

b) Melyik csomagban szerepel a 8281 négyzetszdm? (14 pont)
Megoldas. a) Az els6 csomagban 1, a méasodikban 2, a harmadikban 3, stb. ..., az n-edik csomagban n darab

négyzetszam szerepel. Igy a 16. csomagban szerepls els6 szam az el6tte szerepld 15 csomagban levs dsszes négyzetszamot

kovets elsé négyzetszam. Az elsé 15 csomagban levd szamok szama:

(1+15)-15
2

1424+3+4+...+15= = 120.

Ezek szerint a 16. csomag a 121. négyzetszammal kezd6dik, vagyis a csomagban szerepld elsé szam: 1212 = 14 641.
b) A k-adik csomag els6 szama az eltte levs k—1 csomagban szerepld Osszes négyzetszamot kovets els6 négyzetszam.

Az els6 k — 1 csomagban levs szamok szama

k(k—1
1+2+3+...+(k—1):%,
k(k+1)

B + 1>—edik négy-

k(k—1
igy a k-adik csomag a <% + 1) -edik négyzetszammal, mig a (k 4 1)-edik csomag a (

zetszammal kezd6dik.
Ha a 8281 a k-adik csomagban van, akkor

[5155132-+]}2 < 8281<:[E£Eét}l-%1]2-

Vonjunk négyzetgyokot az egyenl6tlenség-lancolat tagjaibol:

ﬂ%}9+1§m<5@;9

k(k —1) k(k+1)

+1, <90 <

k(k —1) <180 < k(k + 1).

Az egyenlGtlenség-lancolat két szélén egy-egy szomszédos egész szam szorzata szerepel. Kevés probalkozassal — hogy
ne kelljen a masodfoki egyenl6tlenségeket megoldanunk — megkapjuk, hogy

13-12 =156 <180 < 13- 14 = 182.

Tehat k = 13, vagyis a 8281 a 13. csomagban szerepel.
Megjegyzés. Bar nem tartozott a feladathoz, de érdekességként szamoljuk ki, hogy a 8281 a 13. csomagnak hanyadik

tagja. A 13. csomagban 13 négyzetszam van és — mint lattuk — a + 1 = 79-edik négyzetszammal kezdddik.
Mivel a 8281 = 917, tehat a 91. négyzetszam, igy a 8281 négyzetszam a 13. csomag utolsoé tagja.

4. Anna és Csaba hdza egy egyenes it mentén talalhato. Egy alkalommal megbeszélték, hogy egyiitt mennek kerék-
pdrozni. Déli 12 orakor a hdzaik kézdtti utszakasz egy olyan pontjdiban taldlkoztak, ahonnan egy biciklis korit indul.

Anna ﬁ T Csaba

Taldlkozdskor Anna napi dtlagsebesség-mérdje 23 km/h, Csabdé pedig 28 km/h dtlagsebességet jelzett. (Ezen a
napon délig mindketten csak erre az itra haszndltdk a kerékpdrjukat.) A 26 km-es kérutat 1 dra alatt tették meg, ekkor
a déli taldlkozdsi pontba visszaérve elbicsiuztak eqymdstol és mindketten hazamentek. A bicsuzdskor Anna dtlagsebesség-
mérdje 25 km/h-t, Csabdé 27 km/h-t mutatott. Milyen messze lakik egymdstdl Anna és Csaba? (14 pont)



Megoldas. Legyen S, és t, az Anna altal a talalkozasig megtett ut, illetve a raforditott id6. Ekkor atlagsebessége:
Sa . N
i 23, vagyis S, = 23t,. A talalkozéas utan egy orat bicikliztek és 26 km utat tettek meg, igy az atlagsebessége:

a

Sa + 26
to +1

=25, azaz S, + 26 =25t, + 25.
Felhasznalva az el6bb S,-ra kapott kifejezést:

1
23to +26 = 25, +25, amibol 20, =1, azaz fo= .

1
Ezzel szamolva kapjuk, hogy S, = 23 - 3 Tehat Anna a talalkozasig 11,5 km utat tett meg.

Most szamoljuk ki azt, hogy Csaba mekkora utat tett meg a taldlkozasig. Ha ez az ut S., a raforditott id6 t., akkor

Se . i .
atlagsebessége 7= 28, vagyis S, = 28t.. Az egy oras korat megtétele utan napi atlagsebessége:

=27, azaz S+ 26= 27t +27.

Azt kaptuk Csaba esetében, hogy
28t. + 26 = 2Tt. + 27, ahonnan t.=1, tovabba S.= 28.

Vagyis Csaba a taldlkozasig 28 km utat tett meg. Ezek szerint Anna és Csaba 39,5 km-re lakik egymastol.
II. rész

5. Eqy svdjci kantonban olyan lottdjaték van forgalomban, melynél az elsd 50 pozitiv egész szambdl kell 5-t eltaldlni.
Egy szenvedélyes lottozo eldszor kivdlasztja az elsd két szamot, majd harmadiknak az elsd kettd dsszegét, negyediknek
az elsd hdarom dsszegét, végil dtodiknek az elsd négy szam dsszegét.

a) Legfeljebb mekkordanak vilaszthatja ez az ember a legkisebb szdmot?

b) Ha emberink a legkisebb szdmot a lehetd legnagyobbnak vdlasztja, akkor mely szdmok szerepelhetnek a kitoltott
szelvényén?

¢) Mennyi a valdszindsége annak, hogy emberinknek telitaldlata lesz, ha a fenti eljdrisnak megfeleléen minden
lehetséges modon kitélt eqy-egy szelvényt? (16 pont)

Megoldas. a) Legyen a kivalasztott két szam a és b (a < b). Ekkor a lottoszelvényen megjatszott szamok: a, b,
a4+ b, 2a + 2b, 4a + 4b. Mivel a megjatszhato legnagyobb szam 50, azért 4a + 4b < 50, azaz a + b < 12,5. Mivel a < b,
azért ez csak ugy lehetséges, ha a < 5. Tehat ilyen moédon a megjatszhato legkisebb szam legfeljebb 5 lehet.

b) Mivel a legkisebb megjatszhato szamok koziil a legnagyobb 5, és 54+ b < 12, azért a masodik szam értéke csak
6 vagy 7 lehet. Ezek szerint, ha emberiink a legkisebbnek kivalaszthaté szamok koziil a legnagyobbat, azaz az 5-6t
valasztja, akkor az alabbi szadmokat jatszhatja meg: 5, 6, 11, 22, 44 vagy 5, 7, 12, 24, 48.

¢) Nézziik meg, hogy a kitoltési eljaras szerint hanyfajta lottoszelvényt lehet megjatszani.

Ha a legkisebb kivalasztott szam az 5, akkor — mint lattuk — két szelvénnyel lehet jatszani.

Ha a legkisebb kivalasztott szam a 4, akkor a 4 + b < 12 alapjan b értékei: 8, 7, 6 vagy 5. Ezek szerint ekkor négy
szelvénnyel lehet jatszani.

Ha a legkisebb kivalasztott szam 3, akkor b lehetséges értékei: 9, 8, 7, 6, 5 vagy 4. Igy ez esetben hat szelvénnyel
lehet jatszani.

Ha a kivalasztott legkisebb szam 2, akkor b lehetséges értékei: 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4 vagy 3. Vagyis ekkor nyolc
szelvénnyel lehet jatszani.

Ha a kivalasztott legkisebb szam 1, akkor b lehetséges értékei: 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3 vagy 2. Vagyis ekkor tiz
szelvénnyel lehet jatszani.

Tehat: a megadott modon kitolthets lottoszelvények szama: 2 + 4 + 6 + 8 4+ 10 = 30.

A kérdéses lottojatékban minden lehetséges modon kitolthets szelvények szama:

(55()) = 2118 760.

30
ST~ 14 16 a valoszintisé taldlat k.
5118 760 0,000 014 16 a valoszintisége a telitalalatna,
6. Adott a [0;9] intervallumon értelmezett f(x) = 2/ fiiggvény.

A megadott eljarassal kitoltott Osszes szelvény kozott



a) Egy szabdlyos hdromszog egyik csicsa az origd, eqy mdsik csicsa az x tengelyre, a harmadik csicsa pedig az f(x)
fiigguény gorbéjére illeszkedik. Mekkora e hdromszdg terilete?

b) Egy téglalap egyik oldala az x tengelyre, egy mdsik oldala az x =9 egyenesre, egy csicsa pedig az f(x) figgvény
gorbéjére illeszkedik. Hatdrozzuk meg a legnagyobb ilyen téglalap teriletét.

c) Az f(z) figgvénygirbe és az x tengely kozdtti teriletet az x = a egyenes felezi. Hatdrozzuk meg az a paraméter
értékét. (16 pont)
Megoldas. a) Ha a szabalyos haromszog a oldala, akkor az © = g helyen felvett fiiggvényérték egyenls kell legyen

e haromszog magassagaval (1. dbra).
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Tehat
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8
ahonnan az egyediili pozitiv megoldas: a = —. A haromszog teriilete:

V3 HV3 16v3
4 49

T ~ 3,08.

b) Legyen a téglalap egyik oldala az x = x¢ egyenesen. Ekkor a téglalap oldalainak hossza 9 — 2y és 2/, ahol
0<x0<9 (2 dbra).

Yy
6 7777777777777777777
|
flx) =2vz |
|
3
0 ) 6 9z
2. dbra

Ekkor a téglalap teriilete az z( fiiggvényében:

T(z0) = 24/Zo - (9 — x0) = 18\/z¢ — 24/ .
E fiiggvénynek akkor lehet szélsGértéke, ha a derivéltja 0.

1 1 3 9
T'(z0) =18 =+ —— —2- 2 \/Zg = ——

9
SN 23 —3Vxo =0, azaz —— = 3/x,

VZo V%o
9

ahonnan z¢p = 3. A T'(x) = i 3z fiiggvény @ = 3-ban elGjelet valtva 0, hiszen z < 3 esetén T"(z) > 0, z > 3
T

esetén pedig T'(x) < 0. Mindez azt jelenti, hogy a T'(z) fiiggvénynek x = 3—ban valoban szélsGértéke, mégpedig
maximuma van.
Tehat a beirhato legnagyobb teriileti téglalap teriilete: 2v/3 - (9 — 3) = 12v/3.



¢) Ha az x = a egyenes felezi a fliggvénygorbe és az x tengely kozotti teriiletet, akkor

a 9 a 9
2-/ 2\/§d:10=/ 2WV/xdr, azaz 2-/ \/de:/ vz dz.
0 0 0 0

2 @2 ? 4 2 27
2. |=-Vax3| =|=Vzx?| , tehat - -Vad=--27, azaz Vad=—,
3 0 3 o 3 3 2
ahonnan kapjuk az a paraméter értékét:
9
a=—=~5,07.
V4

7. Egy obudai vendéglében az egyenld szdri haromszog alaki szalvétdkat gy hajtogatjdk, hogy az ABC hdromszdg
AB alapjinak A csicsa a BC szar F felezdpontjiba keriljon. Ekkor a hajtds élének egyik végpontja az AC szdar C-hez
kézelebbi H harmadolo pontjaba keriil.

/d\/ l1—a
A

Hovd keril a hajtds élének mdsik (X) végpontja? (16 pont)

Megoldas. Legyen az ABC egyenld szara haromszog AB alapja egységnyi, szarai pedig b hosszuak, és legyen a
BX szakasz hossza z. A hajtogatas miatt AX = XF = 1—2z. Ha az ABC haromszog alapjan levs szogek nagysaga «,
akkor ACB<« = 180° — 2.

. 1 2 1
Irjuk 6l elgszor a H F'C' haromszog H F oldalara a koszinusztételt. Mivel HC = §b’ HF = gb, FC = §b’ azért

2 \? 1.\? 1.\? 1.1
Zp) = (=b b)) —2-2b-=b- 180° — 20)).
<3 ) <3 ) + (2 ) 303 cos (180 a)

Innen
cos (180° — 2a) = — cos2a = —cos®> a + sin®a = —cos? a + 1 — cos’ a = 1 — 2cos® a,
azért azt kapjuk, hogy
4b? b2_|_b2 b2+2b2cos2a Az 4 1+1 1+2cosza
= 4 2 Ay ———4+ - __1Z
9 9 4 3 3 ’ 9 9 4 3 3 ’
5 5
ahonnan cos® a = 3’ cosa = 2—\\//_5 (negativ nem lehet, mert o hegyesszog).
Az ABC héaromszogben pedig:
cos o % ! i ! V5 agyis b V2
= = = — _— = — Vi = —.
A TIR A T 7
Most irjuk fel a koszinusztételt az F'BX haromszog F' X oldalara is.
i\’ e
(1-a)l=a?4+ 22| —22- 2=  cosa,
2v/5 2v/5
1 2 5
1—2x+$2:x2+——2$-£-£,
10 2v5 22
S 9% = —2 . azaz 9 §3: ahonnan x = 3
10 2 10 27 5

3 2
Azt kaptuk, hogy az ABC haromszog AB alapjan BX = R AX = o tehat a hajtas szélének méasik végpontja az
AB oldalnak az A cstcshoz kozelebbi 3 : 2 aranyu osztopontja lesz.



8. Karcsi megldtott a kirakatban egy igen kedvezd dri sportcipdt. Bement, hogy megudsdrolja, de legnagyobb megddb-
benésére a pénztdrndl a kirakatban ldtott dr négyszeresét akartdk fizettetni vele. Kiderilt, hogy a kirakatrendezd a cipd
drdt jelzd négyjegyi szam szamgjegyeit véletlendl forditott sorrendben irta ki. Mennyibe kerilt a sportcipd? (16 pont)

Megoldas. Ha a cipd ara abed négyjegyt szam, akkor Pisti a kirakatban a dcba négyjegyt szamot latta. A feltételek
szerint abed = 4 - deba. A kapott egyenldség jobb oldalan paros szam all, igy a bal oldalnak is parosnak kell lennie, azaz
d paros szamjegy. Az is biztos, hogy d < 2. Ha ugyanis d > 2 lenne, akkor az egyenlet jobb oldalan méar 6tjegyd szam
szerepelne, ami nem lehet egyenld egy négyjegyd szadmmal. Mindebb6l az kdvetkezik, hogy csak a d = 2 lehetséges.
Ekkor abc2 = 4 - 2cba.

Most azt latjuk, hogy az egyenlet jobb oldaldanak értéke 8000-nél nagyobb. Ez azt jelenti, hogy a értéke 8 vagy 9.
Mivel a jobb oldali szam utolsé jegyét, az a-t 4-gyel kell szorozni, és ennek a szorzatnak az utolso jegye 2 lesz (a bal
oldalon 2 az utolsé jegy), ezért csak a = 8 lehet. Vagyis 8bc2 = 4 - 2¢b8.

Irjuk ki részletesen ez utobbi egyenletet:

8000 + 1006 + 10c + 2 = 4 - (2000 + 100c + 10b + 8),
8002 -+ 100b + 10c = 8032 + 400c + 40,
60b = 30 + 390c,
2 =1+ 13c.

Mivel a kapott egyenlet bal oldalanak értéke legfeljebb 18, ezért a jobb oldalon c¢ értéke csak 1 lehet (¢ = 0 nem
lehetséges, hiszen ekkor b-re nem kapnank egész szamot). Ha ¢ = 1, akkor 2b = 14, ahonnan b = 7.

Azt kaptuk tehat, hogy a =8,b=7,¢=1,d = 2. A cip6 ara 8712 Ft. (A kirakatban 2178 Ft szerepelt, és valoban:
8712 =4-2178.)

9. a) Az ABC hdromszég oldalai 10, 12 és 15 cm hossziak. Az oldalakon (az oldalak végpontjait kivéve) minden
egész cm helyen megjeldltik a pontokat. Ezutdn képeztik az dsszes olyan hdromszdget, melynek csicspontjai a megjelélt
pontok kézil valok. Hany darab ilyen hdromszoget képezhetink?

b) A PQR szabdlyos hdromszig oldalai n cm hossziak, ahol n > 2 egész szam. Az oldalakon (az oldalak végpont-
jait kivéve) minden egész cm helyen megjeléltik a pontokat. Ezutdn képeztik az dsszes olyan hdromszoget, melynek
csucspontjai a kijelélt pontok kozil valok, majd képeztiik az dsszes olyan négyszoget, melynek két csicsa egy oldalon,
mdsik két csicsa pedig a hdromszég mdsik, illetve a harmadik oldalanak kijelolt pontjai kézil valo. Mibél van tobb:
hdromszogbél vagy négyszoghdl? (16 pont)

Megoldas. a) Ha a haromszog oldalainak egész értékeinél (a végpontokat kivéve) helyeztiink el egy-egy pontot,
akkor a haromszog egyes oldalain elhelyezett pontok szdma 14, 11 és 9. Legyen AB = 15, BC' = 10 és AC = 12.

A 14 pont B

14
Ha a haromszog két csiuicsat az AB oldalrol valasztottuk, akkor ezt ( 9 )—féleképpen tehettiik meg. Ekkor a har-
madik pont vagy az AC oldalon, vagy a BC oldalon van, igy a harmadik pont valasztasara 20 lehetségiink van, tehat

4
a haromszogek szam: 20 - 5 ) .

11
Hasonloképpen adodik a haromszogek szama, ha a haromszog két csucsat az AC oldalrél valasztjuk: 23 - < 5 ) . Ha

9
pedig a BC oldalrél valasztjuk a két pontot, akkor a haromszogek szama: 25 - ( 2). Ha mindharom oldalrél egy-egy

csticsot valasztunk, akkor a haromszogek szama: 14 - 11 - 9. Osszeadva:

(124) <20+ (121> <23+ (g) -25+14-11-9 =5371.

Tehat a képezheté haromszogek szama 5371.
b) Az n oldala (n > 2) szabalyos haromszog minden oldalan n — 1 db pontot jeloltiink meg. Szamoljuk Ossze a
képezhets haromszogek és négyszogek szamat.



-1
Kezdjiik a haromszogekkel. Ha valamelyik oldalra két cstucsot tesziink, akkor azt (n 5 -féleképpen valaszthatjuk

ki. A harmadik cstcs valamelyik masik oldalon kell, hogy legyen, vagyis 2(n — 1) pont koziil valaszthato. Azt az oldalt,
amelyiken két csics lesz, haromféleképpen valaszthatjuk ki, igy e haromszogek szama:

3.2 (n;1>-(n—l):3-(n—2)(n—1)2.

Az olyan héromszogek szama, ahol mindhdrom cstcs kiilonbdzs oldalon van: (n — 1)°. Tehét az dsszes képezhet
haromszogek szama: 3(n — 2)(n — 1)> 4 (n — 1)°.
Most szamoljuk Ossze a képezhets négyszogeket. Arrdl az oldalrol, melyen a négyszognek két csicsa van a csicsokat

" -féleképpen valaszthatjuk ki. A masik két csics koziil egy-egy a masik két oldalon van. Mivel a kétcstcst oldalt

3-féleképpen valaszthatjuk ki, ezért az Osszes képezhets négyszogek szama

3(”51) -(n—1)2—3'w.

Vizsgaljuk meg, milyen n-re lesz tobb négysz6g, mint haromszog. Tekintsiik az alabbi egyenl6tlenséget:

3
3.%23(71_2)(”_1)&@_1)3,
3-%("_1)23@—2”71—1,

3(n? —3n+2) > 8n — 14,
3n? —17n +20 > 0.

A kapott masodfoku kifejezés zérushelyei:

174280 —-240 1747
6 6

ni2 = azaz ni = 3 no = 4.
) . ) ) 5
Tehat az egyenl6tlenség megoldasa: n < = vagy n > 4.

A kovetkezdre jutottunk: ha n = 3, akkor haromszéghdl van tobb; ha n = 4, akkor ugyanannyi haromszog képezhetd,
mint négyszog, végiil, ha n > 4, akkor négyszoghdl tobb van, mint haromszoghdsl.



