KEZDOK

I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé kozépiskolai tanulék
Elsé (iskolai) fordulé

1. Egy osztalyban a gyerekek kettesével iilnek, és a padtarsak koziil pontosan az egyikiiknél van minden matek éran
matematika feladatgydjtemény. Masik jellegzetessége az osztalynak, hogy barmely két tanuld esetén van egy harmadik
tarsuk, aki pontosan akkor hozza el a matematika feladatgytjteményét, ha a két tanulotarsa is.

Egyik nap begurult a matek tanar, és azt mondta: ,ebben az osztidlyban nincs olyan tanul6, aki minden nap
matematika feladatgyjteménnyel jonne a matek orara”.

Helyes volt-e ez a megjegyzése a tanarnak?

2. Be lehet-e osztani az
a) 1-t61 2008-ig,
b) 1-t61 2009-ig
terjedd egész szamokat két csoportba gy, hogy a két csoportban a szidmok Gsszege ugyanannyi legyen?

3. Egy 26 {6s osztaly legutobbi matematika dolgozatairdl a kovetkezdket tudjuk:
— 20 tanulénak kodzepesnél nem jobban,

— 14-nek kozepesnél nem gyengébben sikeriilt.

— A kozepesnél jobbak dolgozatainak atlaga 4,33;

— a kozepesnél gyengébbek dolgozatainak atlaga 1,83;

— nem hianyzott senki a dolgozat irasakor.

(Az atlagok két tizedes kerekitéssel értenddsk.)

Mennyi az osztalyatlag?

4. Legyen az ABC hegyesszogi haromszogben az A-bol induld magassig talppontja T', a haromszog koré irt kor
kozéppontja O és sugara R. Bizonyitsa be, hogy ha az AT szakasz hossza R, akkor az OT szakasz merGleges az A-bol
indulo6 szogfelezore.

Masodik fordulé

1. Mely z és y egész szamokra igaz, hogy @2 4+ yx = 36 és y? + yx = 457

2. Egy 8 cm oldalta négyzet sikjaban lévé P pont a négyzet mind a négy csiucsatol legfeljebb 8 cm tavolsagra van.
Igazolja, hogy P a négyzet minden oldalatol legalabb 1 cm tavolségra van!

3. Melyek azok a pozitiv egész szamok, amelyeknek pontosan négy (pozitiv) osztdja van és az osztoik Osszege 1087

4. Adott egy haromszog, melybe rajzolhatd harom kor, melyek egymést kiviilrl érintik és mindegyik kor a harom-
sz0g oldalai koziil pontosan kett6t érint. Mutassa meg, hogy a kordk belsé kozos érintGegyenesei egy pontban metszik
egymast!

5. Julcsi ebben a félévben matematikabol csak négyes és 6t0s osztalyzatot kapott. Négyesbdl 4 darabot és 6t6sb6l
5 darabot. Hanyféle sorrendben kaphatta ezt a 9 darab osztilyzatot, ha soha nem kapott egyméas utan ketté darabnal
tobb négyes osztalyzatot?

Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Egy 1 cm élhosszuséagu, atlatszo és fekete kockadkbol egy 5 cm élhosszusagu nagyobb kockat épitettiink. Legalabb
hany fekete kockat hasznaltunk fel, ha a nagy kocka mind el6l-, mind oldal-, mind feliilnézetbdl feketének latszik?

2. Az ABC egységnyi teriiletd derékszogi haromszog minden oldalara kifelé egy-egy négyzetet rajzolunk. Ezek
kozéppontja X, Y és Z. Bizonyitsa be, hogy az XY Z haromszog teriilete legaldbb 2 egység!

3. Mely p, ¢ és r primszamokra teljesiil, hogy p* + ¢* + r* = 10 2357

I1. kategoria: T6bb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervii)
kozépiskolai tanulék

Elsé (iskolai) fordulé



Megegyezik az 1. kategoria els6 fordulos feladatsoraval.
Masodik fordulo
Megegyezik az I. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.
Harmadik (d6ntd) fordulo

1. Egy haromszog cstcsain at Osszesen 2009 db egyenest fektetiink ugy, hogy minden egyenes kettévagja a ha-
romszoget, és a cstucsokon kiviil egyetlen metszésponton sem megy at ketténél tobb egyenes. Mutassa meg, hogy a
haromszogben keletkezett tartomanyok szama kevesebb, mint 1,4 - 106,

2. Harom szomszédos pozitiv egész szdm mindegyike két kiilonb6z6 primszam szorzata. Vegyiik az igy adott hat
primszam koziil a két legkisebbet és a két legnagyobbat. Lehet-e ennek a négy primszamnak az dsszege 20097

3. Az ABC egységnyi teriiletdi derékszogi haromszog minden oldalara kifelé egy-egy négyzetet rajzolunk. Ezek
kozéppontja X, Y és Z. Bizonyitsa be, hogy az XY Z haromszog teriilete legaldbb 2 egység!

ITI. kategoéria: Specidlis tantervi osztalyokban tanul6k
Elsé (iskolai) fordulé

Megegyezik az 1. kategoria masodik fordulés feladatsoraval.

Masodik (dontd) forduld

2

o
1. A tizes szamrendszerben adott A,, és B szamok a kovetkezok: A,, = 22 , ahol az emeletes hatvanyban 0sszesen
n db 2-es van; B = 22222 ahol a kitevGben 2009 db 2-es all. Mely n pozitiv egész szamokra lesz A, > BP?

2. Adott egy k kor és a belsejében két pont A és B. Szerkesszen a k koron olyan C' pontot, amelyre az ACB sz0g
maximalis!

3. Egy haromszog csicsain at 6sszesen 2009 db egyenest fektetiink agy, hogy minden egyenes kettévigja a harom-
szoget és a csucsokon kiviil egyetlen metszésponton sem megy at ketténél tobb egyenes. Adjon minél jobb fels becslést
a haromszogben keletkezd tartoményok szamaral

HALADOK

I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé kozépiskolai tanulék
Els6 (iskolai) fordulé

1. Az ABCD négyzetben felvettiink egy P pontot gy, hogy az egyenld, 10 centiméteres tavolsidgra van a DC' oldal
F felez6pontjatol és az A és B pontoktol.
Mekkora az ABC'D négyzet teriilete?

2. Hatarozzuk meg mindazokat az x, y, m szdmharmasokat, amelyekre
—2x 4+ 3y =2m és r—by=-—11

egyszerre teljesiil, tovabba x negativ egész szam, y pozitiv egész szdm, m pedig valods szam!

3. Van négy ember, akiknek a keresztnevei sorra Adam, Balazs, Csaba, David. E négy férfinak a csaladi nevei is
Adam, Balazs, Csaba és David, nem feltétleniil ilyen sorrendben. Az alabbiakat tudjuk roluk:

i. Minden egyes ember csaladi neve kiilonbozik a keresztnevétsl.
ii. Csaba csaladi neve nem Adam.

iii. Balazs csaladi neve megegyezik annak az embernek a keresztnevével, akinek a csaladi neve megegyezik annak az
embernek a keresztnevével, akinek a csaladi neve David.



Mi a négy ember teljes neve?

4. Mely pozitiv egészekbdl allo (a, b, ¢) szamharmas elégiti ki az alabbi feltételeket?

a+b=c?
a+b+c=130,
(a — b) oszthatd 19-cel.

5. Szines kockdkat készitiink a kovetkezs szabalyok szerint:

(1) A kocka mindegyik lapjat az egyik atloval két haromszogre bontjuk gy, hogy minden megrajzolt 4tl6 mindegyik
végpontjahoz masik két ilyen atlo csatlakozzék!

(2) Az azonos lapokon talalhat6é haromszogek kiilonb6z6 szintiek legyenek!

(3) Az azonos élek mentén csatlakoz6 haromszogek ugyanolyan szintek legyenek!

Hényféle kockat készithetiink igy, ha hat szint hasznalhatunk fel a szinezéshez?
(Nem tekintiink kiilonb6zonek két kockat, ha elforgatassal egymasba vihetsk!)

Masodik fordulé

1. TetszOleges szamu 2 egység és 5 egység oldala négyzetlapunk van. Ki lehet-e koziiliikk 2009 darabot valasztani
gy, hogy belsliik hézagmentesen és atfedés nélkiil négyzetet lehessen kirakni?

2. Legyenek a és b 2-nél nagyobb valés szamok. Bizonyitsuk be, hogy

9a + 8b — 6ab < 10.

3. Az ABC haromszog beirt kore az AB, BC, C' A oldalakat rendre az F', D, E pontokban érinti. Az AFE, BDF
és CED haromszogek beirt korének kozéppontja rendre Ay, By és C.
Bizonyitsuk be, hogy A1, By és C1 rajta vannak az ABC beirt korén!

4. Egy szabéalyos haromszog oldalanak hossza legyen kett6nél nagyobb természetes szam. A szabalyos haromszog —
az abran lathato modon — felbonthato egységoldalia szabalyos haromszogekre. Az eredeti haromszog csticsainal egy-egy
egész oldalhossziasagu szabalyos haromszoget levagva olyan hatszoget kapunk, amelynek oldalai egész hosszusaguak,
szogei pedig egyenlék. Nevezziik egy ilyen hatszog méretének az 6t alkoto egységoldala szabalyos haromszogek szamat.
(Az abran lathato hatszog mérete ezek szerint 22.)

a) Hany kiilonb6z6 — nem egybevagd — hatszog készithets a fenti modszerrel, ha az eredeti haromszog oldalainak
hossza 6 egység?
b) Mekkora az a legkisebb egész oldalhosszuségu szabalyos haromszog, amibdl kivaghatd 2009 méretd hatszog?

Harmadik (d6ntd) fordulé



1. Egy gazda az allatainak taplalasdhoz a szomszédos gazdasagtol kétféle takarméany-keveréket vasarolhat. Az els6é
fajta zsadkonként 3000 Ft-ba keril és ez 20 kg A komponenst és 10 kg B komponenst tartalmaz. A méasodik fajta
zsdkonként 5000 Ft-ba keriil és ebben 10 kg A, 25 kg B és 5 kg C komponens van. A gazda rajott, hogy az allatok
egészséges fejl6déséhez naponta legalabb 90 kg A, 105 kg B és 5 kg C' komponensre van sziikség. Mennyit vasaroljon
az egyes takarméany-keverékekbdl naponként, hogy a legolecsébban tudjon egészséges allatokat nevelni?

2. Melyek azok a pozitiv egészekbdl allo kiilonbo6zs (x; y; z; u) szamnégyesek, amelyek kielégitik az

=u
r+1  y+1l 241

egyenletet?

3. Egy ABC haromszog AB oldalanak felezGpontja F'. Megrajzoltuk F-en keresztiil azt az e egyenest, ami felezi a
haromszog keriiletét. (Tehat mindkét e altal meghatéarozott félsikba a keriilet fele esik.)
Bizonyitsuk be, hogy az e egyenes parhuzamos a C' cstcsbol induld belsé szogfelezGvel!

I1. kategoria: T6bb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervii)
kozépiskolai tanuldk

Els6 (iskolai) fordulo

1. Hatarozzuk meg azokat az egész szamokat, amelyekre az 2> + 32z 4+ 2264 polinom helyettesitési értéke egyenls
egy primszam négyzetével!

2. Tekintsiik az 14+ 24344+ .. .4 2008 Osszeget! Az Osszeg tetszbleges szami ,,+” elGjelét ,,—"-ra valtoztathatjuk.
a) Bizonyitsuk be, hogy az eljelvaltasokkal elérhets a 2008 értéki Osszeg.
b) Igazoljuk, hogy a 2009 értéki Osszeg nem allithato el elgjelvaltasokkal.

3. A T teriiletd szabalyos haromszog oldalaival parhuzamos egyenesek felezik a haromszog teriiletét. A harom

T
egyenes altal kozrefogott haromszog teriilete t. Melyik két szomszédos egész szam kozé esik 7 értéke?

4. Azt mondjuk, hogy egy sorozat Fibonacci-tipusi, ha tagjai pozitiv egészek és a harmadik tagtol kezdve minden
eleme az el6z6 kettd Osszege. Példaul 1,1,2,3,5,8,..., vagy 3,1,4,5,9,14, . ...
Hany olyan Fibonacci-tipust sorozat van, amelynek 8. eleme 20087

5. Tudjuk, hogy

VA4 —8 =6,
V4444 — 88 = 66,

V444 444 — 888 = 666.

Ha n porzitiv egész szam, akkor bizonyitsuk be, hogy az A = \/444. ..4—888...8 szam természetes szam!
—_——  ——

2n-szer n-szer

Masodik fordulé

1. Barbara ma {innepelte sziiletésnapjat. Meglepve tapasztalta, hogy ha Osszeadja sziiletési évének szamjegyeit,
akkor éppen azt kapja meg, hogy hany éves. Mikor sziiletett Barbara?

2. 24 darab egységnyi oldala szabélyos haromszoglap maradéktalan felhasznaldsaval hany darab egybevagodsag
erejéig kiilonb6z6 konvex négyszog rakhato ki hézagmentesen és atfedés nélkiil?

3. Legyen n tetszGleges természetes szam. Lehet-e az

2w
T Vari-va

szam egészrésze négyzetszam?
(Az z szam egészrészét [z] jeloli, ahol [z] az & szdmnal nem nagyobb legnagyobb egész szam.)

4. Legyenek az ABC hegyesszogi haromszog magassagvonalai AT, BTy, C'T,.. Bizonyitsuk be, hogy az AT,T.,
BT,T, és CTyT, haromszogek magassagpontjai altal meghatarozott haromszog egybevago a T, T, T, haromszoggel!



Harmadik (d6ntd) fordulo

1. Legyen p egy tetsz6leges természetes szam. Hatarozzuk meg az

x Yy oz
—+=+—-=p
Yy oz

egyenlet Gsszes nullatol kiilonb6zs és paronként relativ prim x, y, z egészekbdl 4ll6 megoldéasat!

2. Az ABC hegyesszogt haromszog oldalai egész szam egység hossziiak. A haromszogbe legalabb két olyan egyenld
keriileti téglalap is irhato, amelyeknek két csticsa az AB oldal, mésik két cstucsa pedig a masik két oldal egy-egy
pontja. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog teriiletének kétszerese négyzetszam.

3. Legyen k természetes szam. A 36k% 4+ 268k 4+ 2009-et szeretnénk n darab paratlan négyzetszam Osszegeként
felirni.

a) Bizonyitsuk be, hogy ez 2 < n < 8 esetén nem lehetséges.

b) Mutassuk meg, hogy n = 9-re mindig van megoldas.

ITI. kategoéria: Specidlis tantervi osztalyokban tanul6k
Els6 (iskolai) fordulo

1
1. Az (a,) szamsorozatra n > 1 esetén a,4+1 = = (a, + 3) teljesiil. Mi lehet aq lehets legkisebb értéke, ha a sorozat
els6 2009 darab tagja pozitiv egész szam, az Osszes tobbi tagja pedig nem az?
2. Egy egységnégyzetbe irt téglalap csticsai a négyzet kiilonboz6 oldalainak belsé pontjai. Bizonyitsuk be, hogy ha
a téglalap teriilete legalabb > akkor a téglalap négyzet.

3. Definidljuk az f fiiggvényt a pozitiv egészek korében a kovetkezGképpen:

F(1) = 2009 és
F)+ () +...+ f(n) =n*f(n).
Adjuk meg f(2009) pontos értékét!

4. Az ABC héaromszog beirt kore az AB, BC, C'A oldalakat rendre az F';, D, E pontokban érinti. Az AFE, BDF
és C'ED haromszogek beirt korének kdzéppontja rendre Ay, By és Cf.

a) Bizonyitsuk be, hogy A, By és C; rajta vannak az ABC beirt korén!

b) Bizonyitsuk be, hogy az A1 D, B1E és C1 F szakaszok atmennek az Ay B;C; haromszog magassagpontjan!

5. Van 25, nem feltétleniil azonos tomegd csokidarabunk. Egyetlen darabot megfelel6en kettévagva el tudjuk-e
osztani a csokoladét két gyerek kozott agy, hogy darabra és témegre is azonos mennyiséget kapjanak?

Maisodik (déntd) fordulé

1. A minden valos szamra értelmezett f(z) figgvényre f(z + 1) + 3 - f(—z) = |z| teljesil. Adjuk meg f(x)
zérushelyeit!

2. Egy korlapot n darab korcikkre osztottunk, a cikkeket 1-t6l n-ig szamozva, ahol n > 2. Hanyféleképpen szinez-
het6k ki a szamozott korcikkek tgy, hogy a szomszédos korcikkek szine kiilonboz6 legyen, ha legfeljebb harom adott
szint hasznalhatunk a szinezéshez?

(Egy korcikk egyszini a szinezés soran.)

3. Adott egy ABC héaromszog és egy e egyenes a hdromszog sikjdban. A haromszog csticsainak merdleges vetiiletei
az e egyenesen A', B’ és C'. Az A’ ponton 4t huzott és BC-re merdleges egyenes ma, a B'-n at halado és AC-re
merdleges egyenes mp, végiil a C'-n 4t hizott AB-re meréleges egyenes mc.

Bizonyitsuk be, hogy az m4, mp és m¢ egyenesek egy ponton mennek at!



