I. rész

1. Az eqgymdstol 24 km tdvolsdgra lévd A és B vdrosbol egyszerre indul eqymdssal szembe két gépkocsi. Taldlkozdsuk
utan 4 perccel az a gépkocsi, amelyik a B vdrosbdl indult, megérkezik az A vdrosba, a mdsik pedig a taldlkozds utdn

16 perccel a B varosba. Hatdrozzuk meg a gépkocsik sebességét. (11 pont)
Megoldas.
24 km
A T B
4 perc 16 perc
II. I

Foglaljuk adatainkat tablazatba (a zarojelben lévs szamok a tablazat kitoltésének sorrendjét mutatjak):

ut (km) | sebesség (km/ora) id6 (6ra)
1 1y ., L
I AT =Y (7) x 9) T talalkozas elott  (11)
ILBT | 22 (8) (10) | L. % falalkosss elstt (12)
‘ 15 4 15y “
. TB A (5) (3) 10 talalkozas uté (1)
: e x 0 alalkozés utan
1 4
II.TA =Y (6) Y (4) 50 talalkozas utan  (2)

ly_ 4= . (y)2_4
15 z 15 y -

Amibdl y = 2z, vagy y = —2x. Ez utobbi nem felel meg a szoveg tartalmanak, ezért nem adhat megoldast.
1 4
Mivel a teljes ut 24 km, igy T 2x + 1—596 = 24, amibdl x = 60, s ekkor y = 120.
Tehat az A varosbol indulo aut6 sebessége 60 km/6ra, a B varosbol induléé 120 km/ora.

2. a) 1000 almdt gy akarunk k (k > 2) tanulé kozétt szétosztani, hogy az elsd tanuld kapjon x almdt és minden
tovabbi tanulé rendre 3-mal kevesebbet mindaddig, mig az 1000 almdt maradéktalanul ki nem osztottuk.

Hdny tanulordl lehet sz6? Hdany alma jut ekkor az utolsd tanulonak?

b) Legkozelebb 16 ember kdzétt az 1000 almdt gy szeretnénk elosztani, hogy az elsé 11 embernek egyforma szami
almdt adjunk, de ezt kivetéen 50%-kal mindig tobbet, mint az eldzének. Ekkor a végén marad még 15 alma. Az egyes
emberek dltal kapott almdk szamdt feljegyezziik, s igy kapunk 16 adatot.

Mennyi az igy kapott adatok dtlaga és modusza? (12 pont)

Megoldas. a) A jeloléseket hasznalva:

Sk:$+(ﬂ?—3)+(l’—6)+...+[x—3(k—1)}:W

-k = 1000,
azaz [2z —3(k—1)] -k =2".5°

Ha k paros, akkor 22 — 3(k — 1) paratlan és viszont. Ezt figyelembe véve a torzstényezs szorzatalakok koziil a
feladat feltételeinek csak a kovetkezdk tesznek eleget:

400 - 5, ekkor k = 5; = = 206,
80 - 25, ekkor k = 25; © = 76,
125 - 16, ekkor k = 16; x = 85.

A kovetkezo lehetGségeket kaptuk: 5 tanuld esetén az utolsd 194, 25 tanuld esetén az utolséd 4, és 16 tanuld esetén az
utols6 40 alméat kap.
b) Az adatok atlaganak kiszamitasahoz nem sziikséges az Osszes adatot ismerniink. Tudjuk ugyanis a 16 adat
985
Osszegét, ami 985. Ekkor az atlag: 16 = 61,5625.
A 16 adat utolso 6 tagja egy mértani sorozat egyméast kovets hat eleme lesz, ahol ¢ = 1,5 és az els6 elem ismeretlen,
jeloljiik ezt a-val.



1,56 -1
Felirhato a kovetkez6 egyenlet: 10a + a - ﬁ + 15 = 1000. Ebbél a = 32 adodik.
Ez a legtobbszor feljegyzett adat, igy a minta médusza 32.

3. Oldjuk meg a kivetkezd egyenleteket:

242 1
G)M_Fx_;’_l:();

(z+1)?
b) 10'83% = 22 — 3;
) Ve —1-vVo+5= a2+ 4z —5;
d) V1 —sin?z-tge = sinz. (14 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet nincs értelmezve, ha # = —1. Mivel \/(z + 1)* = |&+ 1|, azért az egyenletet a kovetkezs
alakban irjuk:

(z + 1)
—— =—(x+1).
|z 4+ 1 ( )
. z+1 . .
Mivel x # —1, azért PEST = —1. Ezek szerint |z + 1| az z + 1 ellentettjével egyenld, ezért x + 1 < 0.
x

Vagyis < —1 valds szamok az egyenlet megoldasai.

b) Az egyenlet bal oldala csak akkor értelmezhets, ha x > 0. Ekkor 3z = 22 — 3. Igy # = —3, ami nem eleme az
értelmezési tartomanynak. Az egyenletnek nincs megoldasa.

¢) Az egyenlet csak akkor értelmezhets, ha © > 1 (a négyzetgyokok miatt). Ekkor az egyenlet azonossag, vagyis a
megoldasa: x > 1 valés szamok.

d) Mivel V1 —sin® z = | cos x|, azért az egyenlet

sinx

|cosz| = sinz
cos T
alakban irhaté. Két eset van.

I. sinz = 0. Ekkor 21 = kym, akol k1 € Z.

IL. | cos x| = cosx. Mivel cosz # 0, igy cosz > 0. Ekkor

—g 4 2hom <@g < g 4 2kym, ahol ks € Z.

4. Egy paralelogramma egyik dtlojanak hossza egy bizonyos szdg szinuszdval, a mdsik ugyanennek a szognek a
koszinuszdval, mig a révidebbik oldala a szog kétszeresének szinuszdval egyenld. A két dtlo dltal bezdrt szdg 60°.
Szdmoljuk ki a paralelogramma oldalhosszainak pontos értékét. (14 pont)
sin «

Megoldas. Mivel a paralelogramma atléi felezik egymaést, azért az M BC' haromszogben M B = és MC =

Ccos &

. A rovidebbik oldala a paralelogramméanak BC, igy BC' = sin2a. Az M BC haromszogre felirjuk a koszinusz-
tételt, majd rendezziik a kapott egyenletet:

<sina)2 . (cosa)2 . sina co;oz - ¢0860° = sin? 20,

2 2 2

sina+cos?a  2-sina-cosa 1

-2
— o= 2
) 1 5 = sin” 2a,
1 1 1 1
Z—§~sin2a:sin22a, O:sin22a+§-sin2a—1.
—1+4+/65
A sin 2a-ra kapott két gyok egyike negativ, igy BC' = sin 2o = 41—76 ~ 0,44.
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Felirjuk a koszinusz-tételt az AM B haromszogre:

. 2 ) .
AB? — (sn;a) N (co;a) g sina cosa oo

sinfa+cos?2a  2-sina-cosa 1

- 1 * 1 2~
1 1 | 1 1 —=14++v65 32—-1++65 31++65
= -+ - -sin2a=-+ - - = = .
4 8 4 8 16 128 128
314 V65
is AB={\——— =~ .
Vagyis 193 0,55
II. rész

5. Egy biologushallgato két targylemez kozt lévd vizes kizeget figyel mikroszkdppal, amely egy 0,9 mm oldalu négyzet
alaku teriletet foglal el. Ezen négyzet oldalainak harmaddval megegyezd oldalhosszisdgi, 9 négyzetbdl dllo négyzethdldt
vetit rd a ldtétérre, amely sakktdblaszerien szirkével és fehérrel szinezett ugy, hogy a bal alsé sarok sziirke. Legyen két
eseménytiink az, hogy amikor eldszér a mikroszkopba néz, akkor egy pontszerid baktériumot

A: fehér négyzetben ldt.

B: a kozeg négyzetének bal oldaldhoz kézelebb ldtja, mint az also oldaldhoz.

a) Szimitsuk ki a P(A), P(B), P(A - B) valdsziniségeket.

b) Mennyi annak a valdszinisége, hogy egy 0,01 mm sugard gomb alaki porszemet dgy pillant meg, mintha a por-
szemnek lenne valamelyik sziirke négyzettel kozés pontja? (A porszemet a mikroszkopban egy 0,01 mm sugari kérlapnak
latjuk, és az elhelyezkedése véletlenszerd a megfigyelt kézegben.) (16 pont)

Megoldas. A pontszert baktérium az a = 0,9 mm oldald négyzet alaku vizes kozeg akarmelyik pontjaban el6for-
dulhat, tovabba érvényes a megfigyelésre a geometriai valdszintiség minden feltétele.
a) Az A esemény akkor kovetkezik be, ha a baktérium a négy fehér négyzet valamelyikében van, ezért

A B eseménynél a szaggatott atlo feletti részben lathato a baktérium, ezért P(B) = 0,5.

A A - B eseménynél az atlo feletti részbe es6 sziirke teriiletek egyikében lesz a baktérium, ezért

dopo B 355 5
P(A-B) = e =15

b) A porszem megfigyelésekor a porszem kozéppontja véletlenszerten, de egy b = 0,9 — 2 - 0,01 = 0,88 mm oldal-
hossztsagi négyzetben fordulhat eld, hiszen a ,5z¢81s6” helyzeténél érintkezik a kozeg négyzetének oldalaval, ezért ekkor
a kozéppontja az oldalaktél 0,01 mm tavol van.

A kérdezett esemény bekovetkezésekor valamelyik sziirke négyzettel érintkezve a ,5z61s6” helyzetnél a kézéppont
ezek oldalatol 0,01 mm-re van, ezért a négy fehér négyzetben kijelolt

= oég —2.0,01 = 0,28 mm

c

oldali négyzet egyikében sem lehet a porszem koézéppontja.




Igy a keresett valoszintség:

4.0,282
- = — =1—-——~0,595.

b2 b2 0,882 ’

6. a) Tekintsik azokat az otjegyd szdmokat, amelyekre igaz, hogy utolsé hdrom szamjegyik kilonbozd, ezen szdm-
jegyek dsszege b és kizilik egyik se primszim. Mennyi ezek kézil a 8-cal oszthaték dsszege?

b) Tekintsik az dsszes olyan n pozitiv egész szimot, amelyre n! + 3 négyzetszam. Hdny ilyen négyzetszdm van?
(16 pont)

Megoldas. a) A feltételeket figyelembe véve a harom utolsé szamjegy csak a 0, 1, 4 lehet. Ezek hat lehetséges
sorrendjébdl csak a 104 a megfelel§ a 8-cal vald oszthatosag miatt. Az elsé két szamjegy helyére kilencven kétjegyt
szam keriilhet. A legkisebb jo Otjegyid az a; = 10 104 és minden tovabbi d = 1000-rel tobb. A 90 elemii szamtani
sorozat 0sszege:

90
Sop = ?[2 -10 104 + 89 - 1000] = 4 914 360.

b) Han > 5, akkor n! utolso szamjegye 0, igy n!+ 3 utols6 szamjegye 3. A négyzetszamok viszont nem végzédhetnek
3-ra. Ebbdl adododan csak n = 4-ig kell vizsgalddni. Ezekbd6l négyzetszamot ad az n = 1 és az n = 3. Vagyis két megfelels
négyzetszamot talaltunk, a 4-et és a 9-et.

7. Az A(—2;0) és a B(2;0) pont egy derékszogd hdromszog dtfogdjanak két végpontja.

a) Hatdrozzuk meg a harmadik csicspont koordindtdit, ha az A csiccsal szemkozti befogé hossza 2.

b) A B kozépponti 2 sugari kér egy olyan hdromszdg beirhatd kére, amelynek egyik csicspontja az A pont, és az
A ponttal szemkozti oldal az E(2—|— V3; 1) pontban érinti a kért. Hatdrozzuk meg e hdromszég mdsik két csucspontjinak
koordindtdit.

¢) Mekkordk a keresett haromsziog szdgei? (16 pont)

Megoldas. Készitsiink abrdt.

F

a) Két ilyen haromszog van. Ezek egymas tiikorképei az @ tengelyre vonatkozoan. Mivel AB = 2 - BCy, azért
C1AB< = 30°, azaz ACy = 2V/3, igy C1(1;V3) és Ca(1;—V3).

b) Az (z —2)° + y? = 4 egyenletii kort érint6 haromszog két oldalanak egyenese az A pontbol a korhdz hizott
két érint6. Az E pont rajta van a kordn, mert koordinatai kielégitik a kor egyenletét. A harmadik oldal egyenese a
koér E pontjéhoz tartozo érinté lesz. Az A ponton athaladd érintSk egyenletéhez felirjuk a két egyenes irdnyvektorat:

AC1(3:v/3), AC (3; —V3).
A két oldal egyenesének egyenlete:

\/5:10—334 = —2V3 6s \/§x+3y= —2V/3.

Az E ponthoz tartozo érinté egyenletéhez felirjuk az egyenes norméalvektorat: ﬁ(ﬁ, 1). Az egyenes egyenlete:
V3 +y=2V3+4.
A metszéspontokat megkapjuk, ha kiszamitjuk ennek az egyenesnek a masik két egyenessel valéo metszéspontjat.
V3z — 3y = —2V/3,
V3z4+y=2V3+4.

Az egyenletrendszer megoldasa: z1 =1+ V3, y1 = 1+ /3.

\/§x+3y:—2\/§,
V3z4+y=2V3+4.



Az egyenletrendszer megoldasa: zo = 4 + 2v/3, yo = —2 — 2V/3.

A keresett pontok koordinatdi: D(1+ v3;1+V3), F(4+2v3; -2 - 2V3).

¢) Belathato, hogy a BCy DFE négyszog négyzet, tehat a D csticsnal derékszog van, az A csicsnél levs szog 60°, az
F csicsnal levs pedig 30°.

8. Egy egyenes kdrkup felszinét, térfogatdt és a beirt gombjének felszinét jeldlje sorra A, V és G. Igazoljuk, hogy
A*G =367 - V2. (16 pont)

Megoldas. A kip alapkorének sugara R, magassaga m, alkotdja a és a beirt gomb sugara r, melyekkel:

TR?>m
3 )

A=7nR(R+ a), V= G = 4r*m.

A kup tengelyén keresztiil egy sikkal elmetszve a testeket, az ABS egyenls szart haromszogben OCSA ~ ADSA,
mert 2-2 szogiik megegyezik. Igy AD = R, DS = m és OC = r miatt }% = M, melybdl
a

’I”(R—I—CL)'

= R —_ R i =
ar m r, igym 7

Tehat

m2R'm? _ 4m3R%2(R+a)’

5 s = m?R*(R+a)’ - 4 = A%G.

367 - V2 = 367 -

9. Legyen adva a valds szamokon értelmezett f(x) = x — §x3 fiigguény.

a) A [—2;1] intervallum mely x értékei esetén veszi fel ez a figgvény a mazimdlis, illetve a minimdlis értékét?
Mekkordk ezek az értékek?

b) Ezen az intervallumon hol lesz a grafikonhoz hizott érintd parhuzamos a g(x) = —3x + 2007 fiigguény grafikon-
jdval?

¢) Mi lehet a h(x) fiigguény hozzdrendelési szabdlya, ha

Hatdrozzuk meg az f(h(z)) dsszetett figgvényt. (16 pont)

Megoldas. a) Az adott folytonos és mindeniitt differencidlhato fliggvény egy véges zart intervallumon a szél-
sGértékeit az intervallum végpontjaiban vagy a derivalt zérushelyein veheti fel. Ezeket a helyeket kell megvizsgalni.
f'(x) =1— 222

2
f'(z) =0, ha z1 2 = +—— (itt lehetnek az intervallum belsé pontjaiban szélsGértékek). Meg kell vizsgalni a derivalt

elGjeleit ezen értékek elGtt és utan.

V2 V2 | V2 V2 V2 | V2
f'(x) — 0 T 0 =
f(=) | min 1 max I
f(z) értéke —g g




2
Tehat a derivalt zérushelyein (:101)2 = :I:g) a fiiggvénynek lokalis szélsGértékei vannak. Meg kell még vizsgalni

1 1
az x = —2 és az x = 1 helyeken is a fiiggvényeértékeket: f(—2) = 3 és f(1)

= g_
Osszevetve ezeket az értékeket a tdblazatban szerepls értékekkel, a kovetkezd megallapitasokra jutottunk: Az f(x)
fiiggvény a [—2;1] intervallumon a maximumat az © = —2 helyen veszi fel:
10
fmax(_2) = ?
Az f(x) figgvény a [—2;1] intervallumon a minimuméat az z = 5 helyen veszi fel:
P A T
min 2 - 3 .
b) Az érinté meredekségét a derivaltfiiggvény adott helyen vett helyettesitési értéke adja. Mivel f/(z) = 1 — 222,
azért keressitk az 1 — 222 = —3 egyenlet megoldésait a vizsgalt intervallumon. Ezek T34 = +v/2. Mivel az 24 = V2
nem eleme a [—2; 1] intervallumnak, ezért csak az x5 = —+/2 helyen lesz az érint6 meredeksége —3.

3

¢) Mivel a harmadik gyok alatt éppen az f(z) fiiggvény hozzéarendelési szabélya szerepel, igy h(z) = /x.
Az igy kapott h(x) fiiggvény segitségével képzett Osszetett fliggvény:



