Szaz éve, 1907. februar 13-an sziiletett Kdrteszi Ferenc professzor. Utolso cikke [3] egyik kedvenc témajaval, Des-
argues tételével foglalkozik. Ehhez kapcsolédik két cikkiink, melyet Karteszi professzor egykori didkjai irtak szeretett
tanaruk sziiletésének centenariumara emlékezve. Az els6 cikk ([6]) lapunk méarciusi szamaban jelent meg. A jelen dol-
gozat szorosan kapcsolodik az emlitett két cikkhez. Miel6tt a cimben jelzett témara ratérnénk, el6szor lassuk, mit is
neveznek ma ,axiomatikus geometrianak”.

A geometria axiomatizalasa Fukleidésszel kezd5dott, s ez az axiomarendszer a XIX. szazad végéig valtozatlan
maradt. Az axiomatizalas célja az embert koriilvevs fizikai tér minél pontosabb absztrakt leirdsa volt. A geometria
egyik kozponti kérdése az volt, hogy a parhuzamossagi axiéma levezethet-e a geometria tobbi euklidészi axiomaja-
bol. A XIX. szazad elején Bolyai és Lobacsevszkij megmutattik, hogy erre a kérdésre a valasz tagadod, felépitették
az els6 nem-euklidészi geometridkat. Munkassdguk nyoman mar nem tiint olyan idegennek az euklidészit6l kiilonbozs
geometridkat elképzelni. Amikor Hilbert 1899-ben megadta az euklidészi geometria axidmarendszerét (1. Reiman [10],
366. old.), az axidmékat 6t csoportba osztotta (illeszkedési, rendezési, egybevagosagi, folytonossagi és parhuzamossagi),
és megvizsgalta kiilon-kiilon is ezek kovetkezmeényeit. Igy példaul csupan az illeszkedési axiomaékat tekintve megad-
hatok olyan, a szemlélettdl eltérd objektumok is, amelyek az axidoméknak eleget tesznek. Annak, hogy a XX. szazad
elején az axiomakkal mar sok lehetséges geometria kozos tulajdonsagait probaltak megragadni, Bolyaiék munkassagan
tal, masik oka az absztrakt algebra fejlédése volt (itt a tipikus axiémarendszerek kevés axiomabol allnak és sok lé-
nyegesen kiilonb6z6 nekik eleget tevs struktura van). Hogy konkrétan is lassunk egy ilyen sok geometriat megengedd
axiomarendszert, nézziik az ,absztrakt affin sikok” alabbi illeszkedési axiémait:

A sikot, mint egy 3 ponthalmazt képzeljik el, az egyenesek pedig bizonyos kitiintetett részhalmazok. Ha egy pont
eleme egy egyenesnek, azt a ,pont illeszkedik az egyenesre” szohasznalattal is kifejezziik.

I, Két kiilonb6z6 pontra egy és csak egy egyenes illeszkedik.

I, Egy egyeneshez és egy rajta kiviili ponthoz egy és csak egy olyan egyenes van, amelynek az adott egyenessel
nincs kozos pontja és az adott pontra illeszkedik.

Is Van harom olyan pont, amely nem illeszkedik egy egyenesre.

Az I, axioméban szerepls egyeneseket a szokasos terminologiaval parhuzamosnak mondjuk. Az I3 axidéma csupan a
teljesen bandalis strukturak kizarasara szolgal. Axioméink legegyszertibb modellje az aldbbi: legyen pontjaink halmaza
egy 4 elemid halmaz, az egyenesek ennek kételemi részhalmazai. Az Olvas6 konnyen ellendrizheti, hogy az axiomak
teljesiilnek. Tovabbi (véges és nem véges) modelleket talalhatunk Karteszi [4], Montdgh [9] cikkeiben, valamint a
Lovdsz, Pelikdn, Vesztergombi [8] konyvben. Termeészetesen jogos a félelem, hogy ezek a nagyon egyszerd axiomak
tul gyongék ahhoz, hogy segitségiikkel nem-trivialis tételeket vezessiink le. Azért, hogy érdekesebb ,geometridkhoz”
jussunk, kézenfekvd kibéviteni axidmarendszeriinket. Tovabbi axiéomaként valaszthatunk példaul egy olyan, a klasszi-
kus geometridban megismert tételt, amelynek megfogalmazasahoz csupan az GsszekOtés, metszés és parhuzamossag
sziikséges, hiszen ezeket mar I és I» alapjan értelmezhetjiik. Hilbert munkai mutatnak ra, hogy a Desargues-tétel (a
késébbiekben réviden D-tétel) alkalmas erre a célra.

Ha az ABC, A'B'C’ hdromszégek olyanok, hogy az AA', BB', CC’ egyenesek eqy kizés ponton mennek dt, akkor
az AB, A'B’; BC, B'C'; CA, C' A" egyenespdrok X, Y, és Z metszéspontjai eqy egyenesen vannak.

A D-tétel érdekes sajatossaga, hogy beléle konnyen adodik megforditasa is. Erdemes megemliteni, hogy a D-tétel
igaz marad akkor is, ha kimondasaban az ,egyenesek egy kozos ponton mennek at” feltételt az ,egyenesek parhuzamo-
sak” feltétellel cseréljiik fel. Igy tobbek kozott a D-tétel alabbi két fontos specialis esetét fogalmazhatjuk meg, melyeket
rendre Dg-tételnek és Dj-tételnek neveziink.

Do-tétel. Ha az ABC és az A'B'C’' hdaromszégek gy helyezkednek el a sikon, hogy az AA', BB’ és CC’ egyene-
sek pdrhuzamosak, tovdbbd az AB egyenes pdrhuzamos az A'B’ egyenessel, a BC egyenes pedig pirhuzamos a B'C’
egyenessel, akkor a C A egyenes is parhuzamos a C' A’ egyenessel.
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D;-tétel. Ha az ABC és az A’ B'C’ hdromszigek gy helyezkednek el a sikon, hogy az AA’, BB’ és CC’ egyenesek
eqy kéz6s P ponton mennek dt, tovdbbd az AB egyenes pdrhuzamos az A'B’ egyenessel, a BC egyenes pedig pdrhuzamos
a B'C’ egyenessel, akkor a CA egyenes is parhuzamos a C' A’ egyenessel.



A Desargues-tételrsl részletesen olvashatunk Kiss Gyorgy [6] cikkében, valamint Kéarteszi [4, 5], Lanczos [7] és
Coxeter [1, 2] konyveiben és persze Karteszi [3] cikkében.

Most mar ratérhetiink az egyszerd transzformacioval szarmaztatott affin sikunk vizsgalatara. Jelolje R a valos
szamok halmazat, f alkalmas R — R fliggvényt, f* pedig az f grafikonjat, mint ponthalmazt az euklidészi sikon.
Definidljunk 1j egyeneseket a régi pontok halmazan a kovetkez6 modon: egyrészt a fiiggsleges egyenesek, mésrészt, [~
Osszes eltoltjai legyenek az 0j egyenesek. Persze semmi sem garantalja, hogy ilyen moédon affin sikot kapunk. Arra a
kérdésre, hogy ilyen moédon mikor jutunk affin sikhoz, az alabbi allitas valaszol.

1. tétel. A fenti modon definidlt uj egyenesek meghatdrozta sik pontosan akkor affin sik, ha teljesil a kévetkezd
feltétel:

—
S) minden nem-figgdleges v vektorhoz pontosan egy olyan (P1, Py) pontpdr van f*-on, amelyre Pi Py = v.

Bizonyitas. Csak azt latjuk be, hogy ha az S) feltétel teljesiil, akkor az j egyenesek meghatarozta sik affin sik,
az itt csak vazlatosan szerepld részek és a masik irany bizonyitasat feladatnak hagyjuk.

Az I axidéma ellen6rzéséhez legyen Ay # Ag a sik két pontja, és v = A; Ay, Ha v fiigg6leges, I1 konnyen ellendrizhe-
t6. Ha nem az, akkor S) szerint egyértelmien van olyan (P;, P») pontpéar f*-on, amelyre Py P, = v. Ha f*-ot az P; A;
vektorral eltoljuk, akkor megkapjuk az A;, As pontokat 6sszek6ts ,ij egyenest”. Az Osszekots egyenes egyértelmisége
a (Pp, P») pontpar egyértelmiiségébol kovetkezik, mivel az eltolas kolcsondsen egyértelmi.

Az S) feltétel azt is maga utan vonja, hogy ha f*-ot egy nem-fiiggsleges v vektorral eltoljuk, akkor ez az eltolt
metszi f*-ot, mégpedig azon P» pontban, amelynek létezését az S) feltétel garantalja. Ebbdl az kovetkezik, hogy két
,j egyenes” akkor és csak akkor parhuzamos az 1j sikon, ha egymasbol fiiggsleges eltolassal kaphato.

Az I3 axiéma ellendrzése nagyon egyszerd: legyen A; és Ao két kiilonb6z6 pont az f* ,4j egyenesen”, Az pedig
legyen az Aj-en atmend fiiggbleges egyenes egy A;-t6l kolonbozs pontja. Ekkor az A, As, Az pontharmas nincs egy
egyenesen. []

Persze most az a kérdés, hogy vannak-e egyaltalan az S) feltételnek eleget tevs fliggvények. A [3] dolgozat egyik
eredménye szerint példaul a normalparabola (az f: 2 — 22 grafikonja) ilyen. A kérdés megvalaszolasahoz lassuk az S)
feltétel algebrai megfogalmazésat.

2. tétel. Az f fiiggvény grafikonjdira akkor és csak akkor teljesil az S) feltétel, ha minden a # 0 valds szamra a
g:R=R, z—g(@)=flz+a) - f(z)

valds fiigguény kélcsondsen egyértelmi.

Bizonyitas (vazlat). A feltétel azt mondja, hogy minden a # 0-ra és minden b-re az f(z + a) — f(z) = b
egyenletnek pontosan egy xo megoldéasa van. Ez a v = (a, b) vektorra biztositja az S) feltétel teljesiilését: P az g, P»
pedig az z¢ + a abszcisszaju pont az f* grafikonon. A részletes bizonyitast feladatnak hagyjuk. O

A 2. tételbsl azonnal kovetkezik, hogy az f(z) = x? fiiggvényre teljesiil az S) feltétel, hiszen ebben az esetben
f(z +a) — f(z) = 2az + o? linearis fiiggvény, igy a # 0 esetén kolcsénosen egyértelmd.

Lassuk ugyanennek egy szemléletes bizonyitasat is. Keressiik meg az f* normalparabola egy olyan érint&jét, amely
parhuzamos v-vel. Ez az érint6 (igazi egyenes) teljesen f* alatt marad. Kezdjiik el ezt az egyenest 6nmagaval parhu-
zamosan felfelé mozgatni. Ezek az egyenesek a normadlparabolat két pontban metszik. Az elmozgataskor ennek a két
metszéspontnak a tavolsadga szigortan monoton nd és folytonosan valtozik, igy pontosan egy olyan helyzet lesz, amikor
a két metszéspont tavolsaga éppen v hossza lesz. Ekkor az S) feltételben szereplé Pi, P» pontok ezen metszéspontok
lesznek (az egyik sorrend esetén a v, a méasik sorrend esetén a —v vektorhoz tartoznak).

Ez a szemléletes okoskodas azt is mutatja, hogy meglehet&sen sok olyan fiiggvény van, amely eleget tesz az S) fel-
tételnek. A rovidség kedvéért az S) feltételt kielégits fliggvényeket plandris figgvényeknek fogjuk nevezni. A kovetkezs
tétel szemléletes tartalma az, hogy ha egy fliggvény grafikonja ,hasonlit” a paraboldhoz, akkor az planaris.

3. tétel. Ha egy f fiigguény alulrol szigorian konvex, tovabbd

lim M = —o09, lim &

-0 T +oo T

= +007

akkor a fligguvény plandris.

A szigoridan szé itt azt jelenti, hogy f grafikonja nem tartalmazhat egyenes szakaszt. Az el6z6 szemléletes bizo-
nyitas ilyen fiiggvényekre szinte sz6 szerint lemasolhatd, érinté helyett v-vel parhuzamos tamaszegyenest keresiink.
A hatarértékekre vonatkozo feltételek azt biztositjak, hogy akdrmilyen meredek tamaszegyenes létezzék, a konvexitéas
pedig azt, hogy a tamaszegyenes elmozgatésa soran két metszéspont legyen, amelyek tavolsaga szigortian monoton
né és folytonos moédon valtozik. A 2. tételre is hivatkozhatnénk, a konvexités azt jelenti, hogy az itteni g fliggvény
a > 0-ra szigortian monoton névs, a < O-ra pedig szigortan monoton csdkkend. A hatarértékekre vonatkozo feltételek
azt garantaljak, hogy g értékkészlete a teljes R legyen.



Azt sem lenne tul nehéz megmutatni, hogy a folytonos fiiggvények kozott éppen a 3. tétel feltételeit teljesitd
fliggvények és ezek ellentettjei lesznek planarisak, ezt feladatnak hagyjuk. Persze ennek a feladatnak a megoldasdhoz
sziikség van a konvex fliggvényekkel kapcsolatos ismeretekre.

Jelolés. Ha f plandris figguény, akkor a beldle a fent leirt eljdrdssal kapott uj sikot I(f)-fel jeléljik.

Karteszi tanar tr [3] dolgozataban a f6 kérdés az volt, hogy 4j sikunkon mikor teljesiil Desargues tétele. Régi és aj
sikunk kozott alkalmas transzforméaciot keresve, amely a régi egyeneseket ,elgdrbiti”, megmutathaté az alabbi fontos
tétel:

4. tétel. Ha f mdsodfoki figgvény, akkor I(f) izomorf az euklidészi sikkal.

Ebben a tételben az izomorf szo azt jelenti, hogy a régi és 4j sik pontjai kozott megadhato olyan kolesonosen
egyértelmi megfeleltetés, amely a régi egyeneseket éppen az 0 egyenesekbe viszi.

Mi most csupan arra szeretnénk példat mutatni, hogy planaris fiiggvények segitségével elég egyszeriien adhatunk
meg olyan affin sikot, amelyen a D-tétel nem teljesiil. A dolgozat végén egy feladatsort talalunk, amely planéris
fiiggvények és az altaluk szarmaztatott sikok tovabbi tulajdonsagaira mutat ra.

Hogy a szokésos kooordinata-geometriahoz hasonléan szamolhassunk az I(f) affin sikon is, Karteszi [3] dolgozaté-
hoz hasonléan vezessiink be egy kolcsdnosen egyértelmii pont-transzformaciot. Jeloljiik a szokasos moédon az eredeti
euklidészi sik koordinatait x-szel és y-nal. Ekkor az 0j egyenesek f*-bol a (—a, B) vektorral valo eltolassal kaphatok,
igy egyenletiik ebben a koordinata-rendszerben

z=c vagy y=f(x+a)+B
alaki (c, illetve a és B allandok). Irjuk &t f(z + a)-t a kovetkez6képpen:

f(z+a) = f(x) +9(z,a) + f(a).

Ez a felirds, legaldbbis akkor, ha f polinom, a binomialis tétel miatt kézenfekvs. A 2. tétel miatt is hasznos olyan
kifejezést bevezetni, ami tartalmazza az f(z+a)— f(x) kiillonbséget, hiszen errdl tudjuk, hogy kolcsondsen egyértelmd.
Ezzel a g fiiggvénnyel f* eltoltjainak egyenlete

y=[f(z+a)+B=f(x)+g(xa)+ (f(a) + B)
alaki lesz. Vezessiik be az
2 =z,
v =y—[f(x)
j koordinatakat. Igy az 6j egyenesek egyenlete x’, 3’ felhasznalasaval

¥ =c, vagy vy =g, a)+b
alakban irhato. Ha f(x) = 27, akkor ez a pont-transzformacié megegyezik a Karteszi [3] dolgozataban talalhato
transzformaciéval. Ebben az esetben

(z+a)’ =2 +2za+d% vagyis g(x,a)=2za.

Ez lényegében a valds szamok szorzasa, kicsit eliigyetlenkedve. Ha most az altalanos esetben is bevezetiink egy j
yszorzast” az u x a = g(u,a) definicidval, akkor az egyenesek egyenlete kisértetiesen emlékeztet az egyenes szokasos
egyenletére. Persze ez csak formélis hasonlésag abban az értelemben, hogy ez a szorzés altalaban sokkal kevesebbet
teljesit a megszokott miveleti tulajdonsagok koziil (példaul altalaban nem asszociativ). Huzzuk ala még egyszer, hogy
usxa= f(u+a)— f(u) — f(a). Ez a felirds mutatja, hogy * kommutativ. Az Gj szorzast mi lényegében arra fogjuk
hasznéalni, hogy az I(f) sikon a koordinatakkal végzett szamolasaink jobban hasonlitsanak a szokéasos koordinatakkal
valé szamolasokhoz.

A tovabbiakban csak a legegyszeriibb ilyen fiiggvényekkel, az y = x
zunk. Ekkor

2k alaku altalanositott parabolakkal foglalko-

k=1 o
b= py2F _ g2k _ p2k — 2k—ipi
a * (a+0b) a ; ;e
Az, hogy ezek a fiiggvények planarisak, abbol kovetkezik, hogy grafikonjuk nagyon hasonlit a parabolara (v.6. 3. tétel).
A k = 2 specidlis eset egy kicsit még egyszeriibb, ekkor csak méasodfoki egyenletekre vezets egyenletrendszerek
fordulnak el6. Vizsgaljuk meg, vajon a Dg-tétel teljesiil-e Gj stkunkon. Prébéaljunk meg felépiteni egy a Dg-tételben
lathato abrat. Vélasszunk az 1j sikon harom parhuzamos egyenest, azaz példaul az eredeti f* héarom fiiggsleges
eltoltjat. Az ', 3’ koordinitakban ezek egyenlete a vizszintes egyenesekére emlékeztet. A haromszdgek megfelels



oldalainak parhuzamosaknak kell lenniiik, legyen egy oldalpar fiiggtleges, a masik kett6 meredeksége pedig legyen +1
és —1. Ez pontosan azt jelenti, hogy az oldalak egyenlete rendre

¥ =c, Yy =x*xl+..., Yy =xx(=1)+...
alakii. Legyen az A; cstcs az 3y’ = 0 vizszintes egyenesen, mondjuk legyen A; az (1;0) pont (1j koordinatakban). Mivel
az A1 Az As haromszog Ay As és Aj As oldalainak meredeksége +1 és —1, igy az oldalak egyenlete rendre:

y = x1+0by, y' =" *(=1) + ba,

ahol a by, by szamok abbol a feltevésbdl hatarozhatok meg, hogy az A; pont rajta legyen az egyeneseken. Igy by, =
—(1%1), mig
by=—(1x(-1)=—(1-1)"-1-1) =2

Eszerint As a (0;2), A pedig a (O; —(1x 1)) pont, hiszen azt akarjuk, hogy az As A3 egyenes fliggsleges legyen. Hasonlo
1
modon legyen Bj is az 4’ = 0 egyenletd 4j egyenesen, legyen mondjuk B; az <§; 0> pont (4j koordinatédkban). A Ba,

B3 pontokat ugy kell felvenni, hogy By Bs meredeksége +1, mig By Bs meredeksége —1 legyen, tovabba, hogy az A; By
és As3Bs egyenesek vizszintesek legyenek, vagyis egyenletiik 4’ = c alakd legyen. Eszerint B, nem maés, mint az y’ = 2

1
ésy =a'x(—1)+1,Bypedigazy = —(1x1)ésy =a' x1— (1 * (5)) egyenesek metszéspontja. Ugyantigy, mint

Ay és A3 meghatarozasanal, a ferde egyenesek egyenletében szerepls konstansokat itt is ugy hataroztuk meg, hogy az

2 = =,y = 0 érték kielégitse az egyenleteket, azaz By rajta legyen az egyeneseken. Ennek alapjin By koordinatai

2
(u;2), Bs-é pedig (v;—(l * 1)), alkalmas u, v szamokkal. Most mar lényegében készen &ll a Dg-tételben szerepls

konfiguracio, a haromszogek megfeleld csiicsait 6sszekots egyenesek egymassal parhuzamosak, valamint a haromszogek
megfelel§ oldalai legfeljebb a By Bs és A A oldalpar kivételével szintén parhuzamosak. Ha 4j sikunkon teljesiil a Dgo-
tétel, akkor BsBs és As Ag is parhuzamos kell legyen. Ez a By és B3 pontok koordindtaira pontosan azt jelenti, hogy
u=v.

Az

Ay

[
&

?
N4

As

Behelyettesitve Bs, illetve B3 koordinatait a By Bs és B1 B3 egyenesek egyenletébe az alabbi egyenleteket kapjuk:

wx(=1)=1, u*l——(1*1)+<1*<%)>.

£ ()
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Osszeadva a két egyenletet, a paratlan kitevés tagok kiesnek:
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?:1 <2z>“ +(3 5) T2



ami viszont lehetetlen, mert a bal oldal pozitiv, mig a jobb oldal negativ. Ez tehat azt jelenti, hogy a felrajzolt esetben
B> B3 nem fiigg6leges, azaz a Dg-tétel nem teljesiil altalaban.

Erdemes kiilon kiemelni, hogy a k = 2 esetben, azaz az f: x — z* vélasztasnal a binomialis tétel helyett az 6sszeg
négyzetreemelésérsl szold azonossag kétszeri alkalmazasa is megteszi, s ebben az esetben a végsé ellentmondas is egy
masodfoki egyenlet megoldhatatlansiga. Ebben az f(z) = z* esetben a Dj-tétel érvényességét is megvizsgalhatjuk
az emlitett egyszerid modon. Igazabol itt a Di-tétel megforditasat ellendrizziik, de mint azt a Desargues-tételnél
emlitettiik, a D-tételb6l annak megforditasa is kovetkezik. Ez mindkét altalunk hasznélt speciélis esetre is igy van,
ennek meggondolasat feladatnak hagyjuk. A Dj-tétel nem-teljesiilését sokkal kevésbé részletesen targyaljuk, mint az
el6z6 esetben. Kénnyen lathato, hogy az

1 1
A(0;-1); A <§;—1> ; Az <§;3>

Bi(0;-2); Ba(1;-2); DBs(1;12)

és

héromszdgek (ahol 12 =1%1—2 = (14+1)* =1 — 1 —2) a D-tételben szerepls konfiguraciot alkotnak, melyben a
D;-tételbeli P pont csak az origo lehet. Igy a Dj-tétel pontosan akkor teljesiil, ha az origd, az As és a Bs pontok
kollineérisak, azaz ha van olyan a szam, amelyre A3 B3 egyenlete 4’ = 2’ * a alakd, vagyis, ha

1
a*(§>:3 és axl1=12

4a® + 6a® + 4a = 12,

32
2a3+%+g:3.

A miésodik egyenletet 2-vel szorozva, majd a két egyenletet kivonva a
3a°+3a—6=0

egyenletet kapjuk, amelynek gytkei 1 és —2, a visszahelyettesités azonban mutatja, hogy ezek az eredeti egyenleteknek
nem gyokei. Igy sikunkon a D;-tétel sem teljesiil univerzalisan.

A bemutatott példak is mutatjak, hogy planaris fliggvény segitségével szarmaztatott sikon tipikusan még a Dg-
tétel sem teljesiil. A most kovetkez6 feladatsorozat megoldoi azt lathatjak be, hogy a folytonos plandris fiigguények
kézil pontosan a paraboldk azok, amelyekbdl szdrmaztatott sikon a Do-tétel teljesil. A feladatsor lényegében a [11]
dolgozatot koveti.

1. feladat. Legyen f tetszéleges valds fiigguény. Uj sikunk egyenesei a fiiggdleges egyenesek mellett legyenek az
y = f(z) + ax + b grafikonok, az ésszes a, b-re. Mutassuk meg, hogy ez az eljirds mindig az eredeti euklidészi sikkal
izomorf sikot ad.

2. feladat. Mutassuk meg, hogy a D-tételbél annak megforditdisa is kovetkezik, sét ugyanez igaz a Do- és a Dq-
tételre is.

3. feladat. Bizonyitsuk be az 1. tétel nem bizonyitott részeit.

4. feladat. Részletesen gondoljuk meg a 2. tétel bizonyitdsdt. Ezt felhaszndlva adjunk bizonyitdst arra, hogy az
x — z*, illetve dltaldban az x — 2" fiigguények plandrisak.

5. feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy folytonos valds f figgvény plandris, akkor f (vagy —f) olyan szigorian
konvez fiigguény kell legyen, amelyre teljesilnek a 3. tétel feltételei.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy f olyan szigortian konvex fliggvény, amelyre teljesiilnek a 3. tétel feltételei.

6. feladat. Mutassuk meg, hogy a bevezetett x miveletre igaz, hogy birmely a # b-re és tetszdleges c-re pontosan
egy olyan x van, amelyre a * x — b * x = c teljesil.

7. feladat. Az f(z) = 2 esetre adott bizonyitdst lemdsolva mutassuk meg, hogy minden A, B-re és j-re van olyan
u, amelyre teljesil, hogy

flu+35)+ flu—7) = 2f(u) + (fF(A+ )+ f(A—j) —2f(4)) =
= (f(B+j)+ f(B—j)—2f(B)) + (f(§) + f(—4) — 2f(0)).

A feladat megolddsdiban A, B az Ay, By pontok x’-koordindtdjdt jeléli, a kordbbi bizonyitdsban szerepld +1, —1 mere-
dekségek szerepét itt a +j, —j veszi dt.



8. feladat. Mutassuk meg, hogy ha az f figguény nem derivdlhato, akkor az I(f) affin sikon nem teljestilhet
univerzdlisan a Dg-tétel.

9. feladat. Definidljuk a d; figgvényt a

dj(x) = f(z +j) + f(z = j) = 2f(2)
képlettel. Mutassuk meg, hogy a d; fiiggvény dllandd, azaz van olyan D;, amelyre d;(x) = D, minden x-re.
10. feladat. Mutassuk meg, hogy ha az f figguényre d;(x) = D;, akkor f mdsodfoki figgvény.

Végezetill jegyezziik meg, hogy az eredeti euklidészi sik eltolasai illeszkedéstarto leképezések (kollineaciok) I(f)-en,
amelyekkel minden pontot minden méas pontba el tudunk vinni, ezek a kolline4ciok azonban nem eltolasok az I(f)
sikon (kivéve azokat, amelyek fiiggleges iranytak). Affin sik egy kollinedcidja eltolas, ha nincs fixpontja és minden
egyenes parhuzamos a képével. Mivel az eredeti sik fiiggsleges eltolasai eltolasok maradnak I(f)-en, igy I(f)-en a Do-
tétel teljesiil, ha a két haromszog egymasnak megfelels csicsait 6sszekots egyenesek (az AA’, BB’ és CC’ egyenesek)
fiiggtlegesek. Ezt a [6]-ban szerepld bizonyitast lemasolva lathatjuk.

A jelen dolgozat els6 valtozata kozel husz éve keletkezett. Ekkor Lovdsz Ldszld, Szdsz Gabor és Wettl Ferenc fizott
hozza értékes megjegyzéseket. Az 4j valtozattal kapcsolatban Ambrus Andrds, Hermann Péter, Kiss Gyorgy, Kdrolyi
Gyula tett részletes modositasi javaslatokat. Mindannyiuk segitségét nagyon koszonjiik.
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