Alapfeladat. A Nagydruhdz elétti parkoloban szeretnénk parkolohelyet taldlni lehetdleg minél kizelebb a bejdrathoz
gy, hogy nem tudva, vannak-e még a bejdratig tiires helyek, a parkolohelyek mellett haladva eldonthetjik, hogy bedllunk-
e az tres helyre vagy tovdbbmegyiink. Ha tovabbmentink, vissza mdr nem fordulhatunk. Mindezt a folyamatot a lehetd
legrovidebd idd alatt akarjuk végrehajtani. Mi a legjobb stratégia?

Cikkiinkben igyeksziink behatolni abba a szemléletmodba, amikor egy folyamatot adott pillanatokban feljegyzett
allapotanak valtozasaval/valtozasaival, vagy néhany, egymast kovets allapot egymashoz valo viszonyanak segitségével
(rekurzio) irjuk le. Példaul a bankszamlamon tartott pénzem kamatozik, mely kamatot a bank naponta jovairja: ha
ma fo = 10 000 Ft-om van, a napi kamat 0,02%, akkor holnap f1 = fo-1,0002 = 10 002 Ft-om lesz (rekurzio). Masként
megfogalmazva, a pénzem naponta az el6z6 napi 6sszeg 0,0002-szeresével né: f1 — fo = 0,0002 fy (differencia-egyenlet).
Azaz a kezdeti lépéseket kivanjuk megtenni a felé, hogy a differencia-egyenlettel megadott folyamatok dllapotait ki
tudjuk szamolni egyszeribb esetekben kézvetlenil — az egyenlet megolddsdval; példankban megmondhatjuk, hogy két hét
mailva mennyi pénziink lesz (fi3 = fo - 1,0002' = 10 026 Ft).

Egy folyamat azonos id6koézonként mért allapotait jeloljiik sg-val (K = 0,1,2,...), példaul jodizotopok szamat a
megfigyelés kezdetétd] eltelt k-adik napon. Legyen a differencia, azaz valtozas jele A: (As), = Sp41 — k. A valtozas
valtozaséat, majd azok valtozasat stb. is értelmezhetjiik, igy n-ed rendd differencidnak nevezzilk azt az s-bol képzett
A"s sorozatot, amelynek k-adik tagja

(A"s)), = (An_ls)k+1 — (A7),
1. Delta 1
A legegyszeriibb egyenlet a jo Oreg szamtani sorozatrol szol:
(1) (As)), = Sp41 — sk = d,

ahol d egy adott szam. Ha d = 0, akkor a sorozat konstans-sorozat. Ha d # 0, akkor az egyenlet megoldasa: s = sg+k-d.
Altalanosithatjuk is (1)-et példaul az
asg+1 — Bsk =7
egyenletre, ami picit més alakban irva:
a(sp41 —sk) + (a = B)sk =7
(o, B, v adott szamok). Ezekben az egyszeri esetekben célszerii a sorozat elsé néhany tagjanak felirdsaval megsejteni
a tetszoGleges k-adik tagra vonatkozé képletet.

1. feladat. Szeretném a 2 m hosszi, 2 cm vastagra lapitott hdlozsdkomat dsszegingydlve belepréselni a zsdkjdba.
Belefér-e, ha a (henger alaki) zsdk keresztmetszetének dtmérdje 22 cm?

Amig az egylitthatok adott konstansok és v = 0, a feladatok ebben és a kés6bbi fejezetekben is megoldhatoak a
linedris rekurziv sorozatok elméletének segitségével (L. a 2.1. fejezetben).
Irjuk 6l differenciaval az els6 altalanositast:

(2) As=(¢g—1)s+c,

aholg::qésg::c(oz;é()).
A v = ¢ =0 esetben ismét egy ismerdssel talalkozunk:

k41
Shy1 =Sk +Asp =q-s,=50-¢""

mértani sorozat — pénziigyi szemmel pedig az, ha a szamlankra betett pénz azonos id6kézonként mindig ugyanannyival
kamatozik.

2. feladat. Eqy kémesonyi viz 131 jodizotoppal szennyezéditt be. 4 nappal késébb a kémesd tartalmdnak aktivitdsa
185 Bq wolt. Hiny gramm *3'J keriilt a vizbe? (1 Bq = 1 bomlas méasodpercenként, 1 g 3! J-nak az aktivitasa 4,6 -
10' Bq, a felezési id6 8 nap.)

Ha ¢ # 0, akkor sg11 = ¢ - si + c-re azt a gyakorlati példat is mondhatjuk, hogy minden idGegység alatt mindig
adott Osszeget vonnak le kezelési koltségként /mindig ugyanannyit tesziink be a szamlara. Ezért itt mar két helyen
is van meértani sorozat: az egyik pont az el6z6, a masik pedig ugyanazon kvocienstd (hanyadost) sorozat tagjainak
Osszege, ahol az els tag c. Igy

b1
q
q—1

se=50-q" +



amibdl az exponencidlis tagot kiemelve

c E c
3 = q" - :
¥ o (q—1+50) T

3. feladat. Igazoljuk a képletet! Mi torténik az o = 0 és az o = [ esetekben?

4. feladat. Minden 1jszilott jogosult szdzezer forintnyi babakétvényre, amit a Magyar Allamkincstdr dllit ki. Eqy
lelkes fiatal hdzaspdr elhatdrozza, hogy minden hénapban dtezer forintot tesznek be Emma lanyuk szamldjara, amig 18
éves nem lesz. Arra szdmitanak, hogy évi 10%-o0s kamat mellett szép summa gyilik majd ossze. Vajon fedezi-e Emma
egyetemi tanulmdnyait az igy felhalmozott dsszeq?

A v = ¢ = 0 eset egy lineéris rekurzié (1. a 2.1. fejezetet), a leir6 egyenletet pedig homogénnek nevezik. (Egy
egyenlet homogén, ha megoldashalmaza megegyezik tetszéleges A # 0-szorosanak megoldashalmazaval. Egy f fliggvény
homogén, ha tetszéleges A # 0-val

Xr1 T2 Tn
’ sy esdn = (_7_5"'5_)
fl@n, 22, 20) = AF (05 3
Egy koordinatarendszer homogén, ha tetszéleges A\ # O-ra az (x1,x2,...,2,) és a (Az1, Aza, ..., A\x,) koordinatak

h

ugyanazt a pontot jelolik.) A homogén egyenlet megoldasat jeloljiikk s"-val. Ha ¢ # 0, akkor az egyenlet mar nem

c
homogén, azaz inhomogén. Nem nehéz észrevenni, hogy (ha ¢ # 1) az s = T konstans sorozat a megoldasa a (2)
—q

egyenletnek, jeloljiik ezt sf)h—ve. A ¢ =1 esetrdl a 4. feladat szolt. Ugyanakkor tetszéleges A valds szammal az
(4) s'h = Sf)h +A-sh

megoldasokat tudjuk elgallitani.

Fontos megjegyezni, hogy ha az {sg, s1, ... } sorozat megoldasa egy d differencia-egyenletnek, akkor {s;, s;y+1,... },
i = 1,2,... is megoldasa. Masrészr6l, ha az egyenletnek tobb sorozat is eleget tesz, akkor az el6z6ek értelmében
barmely két megoldas-sorozat esetén vagy az egyik tartalmazza a masikat, vagy nincs kozos elemiik; ezt 4gy is szokas
mondani, hogy a megoldasok nem keresztezik egymast és nem agaznak el.

5. feladat. Bizonyitsuk be a fenti dllitdst!

Altalaban, ha d egy adott problémat, folyamatot ir le, akkor a feladat tartalmaz konkrét (kontroll) feltételeket,
peremfeltételeket (pl. a repiils sebessége, amibdl az ejtGernyGsok kiugrottak, vy volt).
Igy az iménti megoldas folytathaté a peremfeltételhez vald igazitassal:

A:L'i_SOa
q—1

amivel visszakapjuk a korabbi megoldasban adédott (3) sorozatot.

2. Delta 2

A Fibonacci-szamok (4ltalanosabban pedig a Fibonacci-féle sorozato) megadasaban harom egymaést kovets sorozat-
elem szerepel: fi + fr+1 = frto2, illetve altalaban afy + 5fk+1 = fr+2. Ebben az esetben azt is mondhatjuk, hogy a
kiilonbségek kiilonbsége all az egyenlet egyik oldalan. Ugyanis

(A2f)p = (Af)ysr — (A = frz — 2frs1 + fr

jelolessel a Fibonacci sorozat megadhaté egy differencia-egyenlet megoldasaként: A%f + Af — f = 0. Az egyenlet
megoldasa ismert:

a5 a5,

A klasszikus esetben fo = 0 és f1 = 1 a kezddfeltételek, melyekkel A = —B = .

=

6. feladat. Az elsd rész eredményeit felhaszndlva oldjuk meg a
A’f4+(1—7r)Af =0

mdsodrendd egyenletet, ha fi = c+1r- fo, ahol ¢ a feladathoz adott konstans.

1p, mint partikularis, azaz részleges
2A téma nagyon érdekes feldolgozasa olvashato Enekes Béla—Kos Géza: Néhany érdekesség a Fibonacci- és a Fibonacci-tipust soroza-
tokrol L-I1. (KéMalL, 2000/12. és 2001/1.) cikkekben.



2.1. Delta n

A legegyszertibb homogén differencia-egyenletek linearis rekurziok, ezért hasznos, s6t sziikséges az ismeretiik —
gondoljunk csak a (4)-beli elvre.
Az
aork + a1Tp—1 + @2Tk—2 + -+ + Gn_1Tk—n+1 + anTh—n =0

rekurzio (a; € R, i =1,2,...n) megoldasanak elsd lépése az
apx™ + a1z 4 an_1z+ap

karakterisztikus polinom felirasa. Tegyiik fel, hogy ennek az egymastol kiilonbozs gydkei g1, g2, ...q;5, j < n. Ha j =n,
akkor a sorozat tagjai

(5) T = Alq]f + ...+ Anqs
alakban allnak elg. (Ha valamelyik gyok nem valos komplex szam, akkor az egyiitthatoja is az.)
7. feladat. Igazoljuk az dllitdst.

Abban az esetben, ha pl. g1 tobbszoros gyok, azaz (x — (11)‘Z osztoja a karakterisztikus polinomnak (2 < ¢ < n—j+1),
akkor az (5)-beli 6sszegben ¢ darab tagot az A1q¥ + Askgh 4. ..+ Agk*~1¢¥ Gsszeg helyettesit. Igy az altalanos megoldas

(5)-nél bonyolultabb:
> ai(k)af,

i
ahol a; egy olyan polinom, amelynek a foka kisebb, mint a ¢; gy6knek a multiplicitasa.

Specialisan a masodrendi esetben (azaz ha n = 2) a karakterisztikus polinom gy6keiként kaphatunk két kiilonb6z6
valos szamot (mint példaul a Fibonacci-sorozat esetében is), és sl = A;¢F + Aaqh. Elsfordulhat, hogy a karakterisztikus
polinom ,teljes négyzet”, azaz egy gyoke van (ami kétszeres). Ebben az esetben

sy = A" + Askg.

8. feladat. Mutassuk meg, hogy a karakterisztikus polinom
a) egyik gyoke pontosan akkor 1, ha a differencia-egyenlet visszavezethetd egy elsérendd egyenletre;
b) pontosan akkor ,teljes négyzet”, ha a differencia-egyenlet is az.

Harmadik esetként, ha a karakterisztikus polinomnak két (egymaéssal konjugélt) nem valos komplex gyoke van,
akkor az A; és A, egyiitthatok olyan komplex szadmok, amelyek egymés konjugaltjai.
Az elméletet azonban évatosan kell alkalmazni a gyakorlatban!

1. példa. Régen a magasfesziiltséget szdllito vezetékek mellett porceldntdrcsikat haszndltak szigetelésnek. Ezt gy
kellett megtervezni, hogy sehol se tisson dt.
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A k-adik csomoépontban a feltétel szerint Z Q =0, igy felirhato a
C1Ugs1 — (2C1 — Co)Uy + C1U—1 =0

rekurzio. A karakterisztikus polinom szerint van megoldas, ha Cy > 4C7, 4m a tapasztalatok szerint Uy, = Uy - ¢" alaku
(ahol ¢ a nagyobbik gyok).

1. gyakorlat. A Cy > 4C esetben szdmitsuk ki q értékét.



3. Delta 1 — P kod

Modellezziik az Alapfeladatot a lehetd legegyszertibb esetre. A parkolohelyek egymas utan vannak sorban, az
aruhaztol valo tavolsdguk novekvd sorrendjében szamozva. Csak az éppen mellettiink levé parkolérdl latjuk, hogy
foglalt-e vagy sem — meg persze a mar mogottiink levékrél. Legyen p annak a valészintisége, hogy egy hely szabad,
q = 1 —p pedig annak, hogy foglalt; minderrdl pl. a bejaratnal levs szamlalo tajékoztathat, és ez a parkolas ideje alatt
nem valtozik.

3.1. P1

A feladatbeli feltételeket modellezhetjiik azzal, hogy a kevéshé jo parkolast biintetjiik. A parkolasért annyit kelljen
fizetni, amilyen messze van a hely (k), de ha nem &allunk meg, és az aruhaz elé ériink (0. hely), akkor igen magas
Osszegre rago biintetést kapunk (C). Ezzel az atfogalmazéssal a lehetd legkisebb dijat keressiik. A kovetkezs kérdésre
kell tehat valaszolni: mikor dontiink ugy, hogy a kovetkezs szabad helyre beallunk?

A k-adik helynél allva azt mérlegeljiik: ha szabad, akkor leparkolunk, és a fizetends dij k, vagy elére megyiink
eggyel. Azt valasztjuk, ami jobban megéri: k és Vi1 kozil melyik a kisebb, ha altalaban V,-nel jel6ljik a varhatdan
fizetendd Osszeget az n-edik helyen. Ha foglalt a hely, akkor muszaj tovabballni. Ezért

(6) Vi=p -min{k,Vi_1}+q- V1.

Ez a varhato tarifa az druhaz felé haladva sajnos nem csokken (kiilonben gondolkodas nélkiil elérehajtanank).
A rekurzio felirdsakor természetesnek vettiik, hogy a (k — 1)-edik helyen is ugyanezt a stratégiat fogjuk kovetni. Ez
egy nagyon fontos elv az optimalizaciés és kontroll folyamatok vizsgalatanél: a legjobb stratégia meghatarozasahoz
(pl. optimalis gazdasagi névekedés, befektetések, monetéris és fiskalis politika), amit Bellmann—elvként/egyenletkéntﬁ
ismernek. A lényege: az optimalis stratégia minden lépése optimalis.

9. feladat. Mutassuk meg, hogy Vi, nemnévd sorozat.
Tehat amig k& > Vj_1, addig haladunk elére, és Vi, = Vi_1. Abban a pillanatban, amikor k < Vj_1, azaz Vi, =
pk + q - Vi1 a varhato dij — a legelsé szabad helyre beallunk. Ahogy az els6 részben, itt is egy lehetséges megoldés

Vo, Vi, Va, ... felirdsaval megsejteni Vi alakjat és indukcioval bizonyitani. Ehelyett azonban nézziik a megoldandd
differencia-egyenletet:

(7) AV +pV = pk +p.
Altalanosabban, vizsgaljuk a

(8) AV =uV +vk+w
differencia-egyenletet. Tudjuk, hogy a specialis v = 0 és w = 0 (homogén) esetben a (3) szerint V" = V' (u + 1)k.
10. feladat. Mi a megoldisa a AV = 2k + 1 egyenletnek? Es a AV = vk + w-nak?

A (4) szerint keressiink a (8) kérdésre egy konkrét V' megoldast, mert akkor a Vj, = A -V + V*-ként elsallitott
is jo (A tetszOleges szam). Marpedig
v voow v v
vi=-Zp- L _ Y 0), illetve V= 2k ( ——)k, = 0),
k M uzu(u;«é)levek2+w2 (n=0)
ezt visszahelyettesitve egyenlGséget kapunk! Igy a megoldas, természetesen igazitva az adott sorozathoz:
_ Vot th E_Vp VoW

— I 1 JadB | _ Y2 _r .
Vi v (w+1) . Z T illetve Vj 2k +<w 2>k+V0

3 Richard E. Bellmann (1920-1986), a dinamikus programozas atyja



Alkalmazzuk p = —p, v = p, w = p és Vy = C-re, hogy megkapjuk a varhatd parkolasi dij nagysagat:
Vi = <C+ g) ¢ +k—1
p p

Némi szadmolés utan kideriil, hogy a kritikus hely ko = [1 — log, (pC + q)] +1 ([z] =n, ahol n < 2 < n+ 1,
n € N). Ha valoban alkalmazni szeretnénk ezt a stratégiat, akkor C' megvalasztasaval tudjuk biztositani, hogy elég
nagy valészintiséggel valéban le tudjunk parkolni, de ne kelljen til messze megallni csak azért, mert ,biztosra” akarunk
menni.

11. feladat. Mi annak a valdsziniisége, hogy a kiszdmolt ko-adik parkoldhely utin mégsem lesz szabad hely?

12. feladat. Hogyan vdlasszuk meg C-t, ha legaldbb 90%-o0s eséllyel szeretnénk ires helyet taldlni?

3.2, P2

Befejezésiil néhany megjegyzés a feladat modelljének egy kissé modositott valtozatardl. Annak a valdszintsége,
hogy a k-adik hely foglalt, legyen a hely fiiggvénye ¢: N — (0,1), peldaul ¢(k) = ¢*. Ekkor a megoldandé egyenlet

V=

(9) AV +

ennek megoldasahoz a korabban megbeszéltekbdl két dolog hasznalhaté. Elmondhaté ugyanis, hogy ha van megoldas,
akkor adott Vj kezddfeltétel esetén ez egyértelmii. Masrészrél ha th megoldasa a

1—¢F
q*

(10) AV + V=0

homogén egyenletnek, V;* pedig egy konkrét (altalanos) megoldas, akkor Vi = A-V}* +V;* is megoldasa (9)-nek. Latjuk,
hogy (10) méar nem linearis, nem hasznalhatjuk azt, ami idaig jol miikédstt. Célunk ugyanakkor a modositott probléma
megoldésa, azaz a Vi, < k egyenl6tlenség kiiszobindexének megtalalasa: a legelss jo k, amit nevezziink kg-nak. Adott
C és q mellett ez persze megallapithatd, dltalanos megoldashoz pedig hasznalhatunk egy Vi-t kozelité megoldast:

~ 2
Vi=(C+1)qg=T +k—1,

ko = [,/loqu'w.

13. feladat. Mutassuk meg, hogy a Vi kizelité megoldds minimumhelye ko és |Vk0 — kol < 1.

aminek segitségével

([z] =[] + 1, az z fels6 egészrésze.)

Ez lesz a munkamodszere a differencidl-egyenletek megoldasanak is (pl. mi torténik a villany felkapcsolasakor, miért
kering ellipszis palyan a Fold). A torténet pedig ott folytatodik.
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