Szaz éve, 1907. februar 13-an sziiletett Kdrteszi Ferenc professzor. Kozépiskolas kordban feladatmegoldéként keriilt
eldszor kapcsolatba lapunkkal. ElsGéves egyetemista volt, amikor elsg cikke [1] megjelent. A tehetséges didk hamarosan
a lap szerkesztésébe is bekapcsolodott, s ettdl kezdve 1969-ig volt a matematikai szerkeszté bizottsag tagja. Ezutan
sem szakadt meg kapcsolata lapunkkal, rengeteg érdekes feladatot tizott ki és szamos cikket irt a késGbbiekben is.
Utolso cikke [3], ami 1978-ban jelent meg, egyik kedvenc téméajaval, Desargues tételével foglalkozik. Ehhez kapcsolodik
két cikkiink, melyet Karteszi professzor egykori didkjai irtak szeretett tanaruk sziiletésének centenariumara emlékezve.

*

Elemi geometriabol jol ismert a kovetkezs két tétel, melyeket most a szokisostol eltéré modon bizonyitunk.

Do-tétel. Ha az ABC és az A'B'C’' hdromszégek gy helyezkednek el a sikon, hogy az AA', BB’ és CC’ egyene-
sek pdrhuzamosak, tovdbbd az AB egyenes pdrhuzamos az A'B’ egyenessel, a BC egyenes pedig pirhuzamos a B'C’
egyenessel, akkor a CA egyenes is parhuzamos a C' A’ egyenessel.

Bizonyitas. Legyen ¢ az az eltolds, ami a B pontot B’-be viszi. Mivel eltolasnal tetszéleges ¢ egyenes £9 képe
péarhuzamos (-lel, egy egyenes pedig pontosan akkor egyezik meg a képével, ha parhuzamos az eltolas irdnyaval, ezért
az AA" és CC’ egyenesek ¢ fixegyenesei, tovabbd (AB)¥ = A'B’ és (BC)¥ = B'C’, amib6l kivetkezik, hogy A = A’
és C¥ = (. Ez viszont azt jelenti, hogy (CA)” = C'A’, tehat a CA és C' A" egyenesek parhuzamosak. [
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D;-tétel. Ha az ABC és az A'B'C’ hdromszigek gy helyezkednek el a sikon, hogy az AA', BB’ és CC’ egyenesek
eqy kéz6s P ponton mennek dt, tovibbd az AB egyenes pdarhuzamos az A'B’ egyenessel, a BC egyenes pedig pdrhuzamos
a B'C’ egyenessel, akkor a CA egyenes is parhuzamos a C' A’ egyenessel.

Bizonyitas. Legyen ¢ az a P kdzéppontt kdzéppontos hasonldsag, ami a B pontot B’-be viszi. Mivel kdzéppontos
hasonlosagnal tetszoleges £ egyenes £ képe parhuzamos ¢-lel, valamint tetsz6leges T pont esetén a TT% egyenes dtmegy
P-n, ezért az AA" és CC’ egyenesek ¢ fixegyenesei, tovabba (AB)¥Y = A’B’ és (BC)? = B'C’, amibdl kovetkezik, hogy
A? = A’ ¢s C¥ = C'. Ez viszont azt jelenti, hogy (CA)¥ = C'A’, tehat a CA és C' A’ egyenesek parhuzamosak. [J

Ha a Do- és D;-tételekben szerepls AB és A’B’, valamint BC és B'C’ egyenespéarok nem parhuzamosak, akkor is
mondhatunk valamit a C'A és C’' A’ egyenesek kdlcsonos helyzetérsl. Ehhez azonban némi elékésziiletre van sziikségiink.

Legyen S és S’ két nem parhuzamos sik a térben, v pedig egy olyan egyenes, amely a két sik egyikével sem parhu-
zamos. Az S tetszéleges T pontjahoz rendeljiik hozz4 a T-n atmend, v-vel parhuzamos egyenesnek az S’ sikkal valo T’
doféspontjat. Ezt a hozzarendelést v irdnyd vetitésnek nevezziik. Megmutatjuk, hogy a v iranyu vetités olyan kdlesono-
sen egyértelmi megfeleltetés S és S’ pontjai kozt, amely egyeneseket egyenesekbe visz és megtartja a parhuzamossagot
is.

A kolcsoénos egyértelmiiség abbol kdvetkezik, hogy v nem parhuzamos S és S’ egyikével sem, igy tetszbleges, a v-vel
parhuzamos egyenes pontosan egy pontban dofi S-et is és S’-t is. Ha e az S sik tetszoleges egyenese, akkor az e pontjain
Atmend, v irdnyi egyenesek egy v-vel parhuzamos V. sikot alkotnak. Ez a sik nem parhuzamos S’-vel, mert minden
v-vel parhuzamos egyenes metszi S'-t. Ezért S’ NV, egy €’ egyenes. Ha f és g az S sik parhuzamos egyenesei, akkor a
v irdnya vetitésnél nekik megfeleltetett f’ és g’ egyenesek is parhuzamosak S’-ben, mert ha K’ kozds pontjuk lenne,
akkor a K’-n a4tmend v-vel parhuzamos egyenes és S doféspontja f-nek is és g-nek is pontja lenne, ami ellentmondés.

A vetités tulajdonsagait hasznalva konnyen belathatjuk a kovetkezs tételt.

D,-tétel. Tegyiik fel, hogy az ABC és az A'B'C’ hdromszégek gy helyezkednek el az S sikon, hogy az AA', BB’
és CC' egyenesek pdarhuzamosak, tovdbbd az AB és az A'B’ egyenesek metszik eqymdst az M pontban, a BC és a B'C’
egyenesek pedig metszik eqymdst az N pontban. Ekkor, ha az M N egyenes parhuzamos a C A egyenessel, akkor a CA
egyenes parhuzamos a C'A’ egyenessel is, ha pedig az MN és CA egyenesek az R pontban metszik eqymdst, akkor a
C'A egyenes is dtmegy R-en.

Bizonyitas. Forgassuk el az S sikot M N koriil péeldaul 90°-kal. Jelolje S; az elforgatott sikot, tetsz6leges T € S
pont elforgatottjat pedig jellje T1. Legyen ¢ a BB irdnyt vetités S és S1 pontjai kozt. Megmutatjuk, hogy A¥ = A
és C¥ = (.

LA cikk elkészitését a Nemzeti Kutatasi és Technologiai Hivatal (NKTH) tamogatta az Oveges Jozsef program keretében. A tdmogatés
forrasa a Kutatasi és Technologiai Innovacios Alap.
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Az AA’, BB’ és CC' egyenesek parhuzamosak, ezért a parhuzamos szelSk tétele szerint MA: MB = MA' : MB’
és NC : NB = NC' : NB'. Mivel az M Negyenes koriil forgattunk, az M, A}, B} és az N, C}, B] pontharmasok
kollinearisak a S; sikon, tovidbba M A’ = MA| és MB' = MBj, valamint NC' = NC| és NB' = NB/. Tehat
MA: MB=MA| : MB] és NC : NB = NC{ : NB}. Vagyis az az M kozépponti kézéppontos hasonlosag, amely
A-t B-be viszi, az A}-et sziikségképpen Bj-be viszi; az az N kozéppontt kozéppontos hasonlosag pedig, amely C-t

B-be viszi, a Cj-et Bj-be képezi. Kézéppontos hasonlosagnal egyenes és képe parhuzamosak, ezért AA) is és CC] is
parhuzamos BB;-gyel, azaz AY = A és C¥ = C|. Ez viszont azt jelenti, hogy (CA)?¥ = C]A}.
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Ha az M N egyenes parhuzamos a C A egyenessel, akkor a (C'A)¥ egyenes is parhuzamos M N-nel a vetités tulaj-
donsigai miatt, ezért azt M N koriil visszaforgatva S-be, a kapott C’ A’ egyenes is parhuzamos lesz M N-nel. Ha pedig
az MN és (CA)¥ egyenesek az R pontban metszik egymast, akkor a C' A’ egyenes is atmegy R-en. [J

E harom tétel bizonyitasa nagyon hasonlé. Mindig valasztunk egy alkalmas kollinedcidt, azaz a sik pontjainak egy
egyenesen vannak (tehat a kollinedcio egyenest egyenesbe visz és meg6rzi a pontok és egyenesek illeszkedését), majd
ennek a tulajdonsagait hasznalva belatjuk az allitast. A kiilonbségek abbol adddtak, hogy bizonyos egyenesek az egyes
esetekben parhuzamosak voltak. Valojaban azonban csak a pontok és egyenesek illeszkedési tulajdonsagait hasznaltuk.
Mindharom eddig bizonyitott tételiink speciélis esete Desargues tételének. Ezt a tételt egyszeriibben megfogalmazhat-
juk a klasszikus projektiv sikon. Ezen a sikon nincsenek parhuzamos egyenesek. Ezt ugy érjiik el, hogy az euklideszi
sik minden egyenesét — ezeket a tovabbiakban kdzonséges egyeneseknek nevezziik — kibovitjik egy-egy idedlis ponttal,
mégpedig ugy, hogy két egyenest pontosan akkor bévitiink ugyanazzal a ponttal, ha az euklideszi stkon parhuzamosak.
Vagyis az idealis pontokat tekinthetjiik az euklideszi stk parhuzamos egyenesei altal alkotott osztalyoknak. Valamely
kozonséges egyenes akkor tartalmaz egy ideélis pontot, ha benne van az annak megfelel6 egyenesosztalyban. Beveze-
tink egy idedlis egyenest is. Ezt Ggy definidljuk, hogy tartalmazza az Osszes idedlis pontot, de ne tartalmazzon az
euklideszi stk pontjai — ezeket a tovabbiakban kdzinséges pontoknak nevezziik — koziil egyetlen egy pontot sem.

A kovetkezo két tétel azt mutatja, hogy a klasszikus projektiv sikon a pontok és egyenesek illeszkedési tulajdonségai
szimmetrikusak.

P1-tétel. A klasszikus projektiv sik barmely két kiilonbézd pontjinak egyértelmien létezik osszekitd egyenese.

Bizonyitas. Két kiilonb6z6 kozonséges ponthoz egyértelmiien van olyan kdzdnséges egyenes, ami 6sszekoti Gket,
az idedlis egyenes pedig nem illeszkedik kozonséges pontokra. Egy kozonséges és egy idedlis ponthoz az euklideszi
pérhuzamossigi axiéma miatt egyértelmiien létezik az idedlis pont osztalyaba tartozo, a kozonséges ponton dtmend
egyenes, azaz a két pontot Osszekots kozonséges egyenes, az idedlis egyenes pedig ebben az esetben sem megy &t
mindkét ponton. Két kiilonb6z6 idedlis pontra viszont csak az idedlis egyenes illeszkedik, mert egy kozonséges egyenes
az ideélis pontoknak megfelel§ osztalyok koziil pontosan egyhez tartozik. O

P2-tétel. A klasszikus projektiv sik barmely két kilonbozd egyenesének egyértelmiien létezik metszéspontja.

Bizonyitas. Két kiilonb6z6 kozonséges egyenes az euklideszi sikon vagy parhuzamos, vagy metszi egyméast. Az
els6 esetben nincs kozos kdzonséges pontjuk, viszont egy osztélyba tartoznak, tehat egyértelmten létezik kozos idedlis
pontjuk. A méasodik esetben egyértelmiien létezik k6zos k6zonséges pontjuk, viszont kiillonbo6zs osztalyokba tartoznak,
ezért nincs kozos idedlis pontjuk. Végiil egy kozonséges egyenesnek és az idedlis egyenesnek nincs kozos kozonséges
pontja, viszont pontosan egy k6zos idealis pontjuk van, a kdzonséges egyenes osztalydnak megfelels ideélis pont. [



Desargues tétele. Tegyiik fel, hogy az ABC és az A’ B'C’ hdromszégek 1igy helyezkednek el a klasszikus projektiv
sikon, hogy az AA', BB’ és CC' egyeneseknek van egy kézos P pontjuk. Ekkor az AB és A'B’ eqyenesek M metszés-
pontja, a BC és B'C’ egyenesek N metszéspontja, valamint a CA és C' A’ egyenesek L metszéspontja egy egyenesre
illeszkedik.

B/

A P pont és az M N egyenes kiilonb6z6 valasztasaival Desargues tétele az el6z6ekben bizonyitott allitasokat adja.
Ha P ideélis pont, M N pedig az idedlis egyenes, akkor a Dy-tételt, ha P kozonséges pont és M N az idedlis egyenes,
akkor a D;-tételt, ha pedig P idealis pont és M N kozonséges egyenes, akkor a Ds-tételt kapjuk.

Desargues tételének sok kiilonb6z6 bizonyitasa ismert. Lapunkban harom évvel ezel6tt jelent meg egy olyan bizo-
nyitas [6], amely a haromdimenzios tér illeszkedési tulajdonsagain alapul. Ehhez hasonlé bizonyitas olvashaté az [5]
konyv 52-53. oldalan. A Karteszi professzor [2] konyvében talalhatd bizonyitas koordinatakat hasznal. E bizonyitasok
mindegyike a klasszikus geometria valamelyik ,er6s” tételén alapul. Most az eddigi bizonyitasainkhoz hasonlé szellemi
bizonyitast adunk Desargues tételére, felhasznalva a klasszikus projektiv geometria kovetkezs tételét.

Tétel. Legyen P a klasszikus projektiv sik tetszdleges pontja, { pedig tetszéleges egyenese. Ha a B és B’ pontok
kiilonboznek P-t6l, nincsenek rajta ¢-en és a BB’ egyenes dtmegy P-n, akkor a klasszikus projektiv sikon van olyan

kollinedcio, amelynél B képe B', { minden pontja helyben marad, tovabbd minden P-n dtmend egyenes képe is énmaga.
O

Desargues tételének bizonyitasa. Az el6z6 tétel szerint van olyan ¢ kollinedci6ja a klasszikus projektiv siknak,
amely B-t B’-be viszi, helyben hagyja az M N egyenes minden pontjat és a P-n 4tmend Osszes egyenest is. Megmu-
tatjuk, hogy ez a kollineacio A-t A’-be, C-t pedig C’-be viszi. A PA és PC egyenesek fixegyenesek, mert dtmennek
P-n. Ezért A¥ € PA és C¥ € PC. Mivel M, N € ¢, azért M¥ = M és N¥ = N, tehat

A? = (MBNPA)? = (MB)*N(PA)Y=MB NPA= A,
és ugyanigy kapjuk, hogy
C¥=(MBNPC) =(MB)* N (PC)?=MB' nPC=C"
Ekkor viszont (CA)? = C'A’, és ha Ly jeloli CA és M N metszéspontjat, akkor Ly = LY € (CA)¥ = C'A’, azaz
Li=CANC'A' =L,
vagyis M, N és L kollinearisak. [

A klasszikus projektiv sik P1 és P2 tulajdonsagait felhasznélva az absztrakt projektiv sikot is definidlhatjuk illesz-
kedési axiomakkal. A sik most is egy ponthalmaz, az egyenesek pedig ennek kitlintetett részhalmazai. Ez a struktura
projektiv sik, ha kielégiti a kovetkez& harom axiomat:

P1 Két kiilonb6z6 pontra egy és csak egy egyenes illeszkedik.
P2 Két kiilonb6z6 egyeneshez egy és csak egy olyan pont van, amely mindkettére illeszkedik.

P3 Van négy olyan pont, melyek koziil semelyik harom nem illeszkedik egy egyenesre.

Ezekbdl az illeszkedési axiémékboél azonban nem kovetkezik, hogy az absztrakt projektiv sik bedgyazhaté valamilyen
haromdimenziés térbe, az sem, hogy koordinatékat vezethetiink be, valamint az sem, hogy léteznek az el6z6 tételben
szerepld kollineaciok. Ezért Desargues tételének a klasszikus projektiv sikon miik6dé bizonyitasai sem érvényesek.



Konnyen meggondolhato, hogy ha a II absztrakt projektiv sik valamely o, egyenesét és az 0sszes {oo-re illeszkedd
pontjat elhagyjuk, akkor az igy kapott ¥ = II \ ¢, ponthalmaz Un. absztrakt affin sikot alkot, azaz kielégiti az
euklideszi parhuzamosséigi axiémat. > két egyenese pontosan akkor lesz parhuzamos, ha II-ben a megfelel§ egyenesek
metszéspontja {o-re illeszkedett. Ha pedig egy 3 absztrakt affin sikbol indulunk ki, akkor ugyanigy, ahogy az euklideszi
sikbol elkészitettiik a klasszikus projektiv sikot, egy egyenes és az arra illeszkedd pontok hozzavételével megkapjuk X
projektiv lezartjat, ami absztrakt projektiv sik. Ezért minden olyan tételnek, ami csak az illeszkedés tulajdonsagait
hasznalja, van projektiv és affin valtozata is.

Az absztrakt affin sikok kozt vannak olyan, a klasszikus euklideszi siktol kiilonb6z6 sikok, melyeken igaz Desargues
tétele. Ilyenre példa a 4] cikkben leirt AG (2,p) sik. (Az dbrdn p = 3 esetén lathato a Dy-tételnek eleget tevs két
haromszog.) Azonban csupan az illeszkedési axidméakbol nem bizonyithaté be a tétel. Cikkiinknek a kovetkezs szamban
megjelend folytatasdban egy olyan absztrakt affin sikot konstrudlunk, amelyen nem igaz Desargues tétele, s6t annak
gyengébb valtozata, a Dg-tétel sem. A folytatas el6tt ajanljuk a kovetkezs feladatok megoldasat.

Y =2X +2 A(1:2) Yy =X

(0;2) (2;2)

Y- X492 Y =2X +1
A(0;1) c'(2;1)
B/ (K1)
B(0;0) (1;0) (2;0)
Y =X+1 Y =2X
Feladatok

1. Az euklideszi sik A Ay A3 haromszoge A; csicsahoz tartozé magassagvonalanak talppontja legyen B; (i = 1,2, 3).
Mutassuk meg, hogy ha a haromszog nem egyenls szart, akkor az A; A; N B; B; pontok kollinearisak. Mit mondhatunk
akkor, ha a haromszog egyenld szar, illetve szabalyos?

2. Legyen ¥ olyan absztrakt affin sik, amin igaz a Desargues-tétel. Legyenek x, u és v parhuzamos egyenesek, X és
X5 az zx-re illeszked6 pontok, U és V' pedig olyan pontjai 3-nak, amelyek a harom egyenes egyikére sem illeszkednek.
Legyen
UX,Nu=U; VX,nv=V, é UV,NVU, =M,;, i=1,2.

Mutassuk meg, hogy az M; M, egyenes parhuzamos az u, v és = egyenesekkel.

3. Legyen II olyan absztrakt projektiv sik, amin igaz a Desargues-tétel. Mutassuk meg, hogy ha A; As A3, B1B2Bs3
és C1C5C5 olyan haromszogek a sikon, melyekre az A;, B;, C; (i = 1,2, 3) pontharmasok rendre illeszkednek valamely
e; egyenesre és az e, eo, valamint e3 egyenesek egy kozos ponton mennek at, akkor az egyes haromszégparok megfelels
oldalegyeneseinek metszéspontjait tartalmazo tap, tpc és tca egyeneseknek is van kdzos pontja.

4. Legyen ¥ olyan absztrakt affin sik, amin igaz a Dy-tétel és a D;-tétel. Legyenek z, y és e a sik olyan egyméstol
kiilonboz6 egyenesei, melyek mind dtmennek a sik egy rogzitett O pontjan. Az e egyenes pontjain definidlunk egy
@ miveletet: Ha A, B € e, akkor legyen az A-n atmend, z-szel parhuzamos egyenes és y metszéspontja S, az S-en
adtmend, e-vel parhuzamos egyenes és a B-n atmend, y-nal parhuzamos egyenes metszéspontja T, végiil pedig a T-n
atmend, x-szel parhuzamos egyenes és e metszéspontja A @ B. Mutassuk meg, hogy az e egyenes tetszbleges A, B, C
pontjai esetén igazak a kovetkezok:

a) (AeB)eC=Aa (Ba(C),
b) ApO=0aA=0,
¢) Pontosan egy olyan (—A)-val jelolt pont van e-n, amelyre

A (-A)=(-A)aA=0,

d) A®B=BaA.



(E négy tulajdonsagot tsszefoglalva azt mondjuk, hogy e pontjait az @ miivelet kommutativ csoportté szervezi.) Minek
felel meg az @ mivelet, ha ¥ az euklideszi sik, = és y egy derékszogl koordinatarendszer két tengelye, e az ¥ = X
egyenletd egyenes, O pedig a koordinatarendszer kezdSpontja?

5. Legyen ¥ olyan absztrakt affin sik, amin igaz a Dg-tétel és a Dq-tétel. Legyenek x, y és e a sik olyan egyméstol
kiilonboz6 egyenesei, melyek mind atmennek a sik egy rogzitett O pontjan, E € e pedig legyen egy O-tol kiilonbozé
pont. Az e egyenes O-t0l kiilonb6z6 pontjain definidlunk egy ® miveletet: Ha A, B € e\ {O}, akkor legyen az A-n
dtmend, x-szel parhuzamos egyenes és az F-n atmend, y-nal pdrhuzamos egyenes metszéspontja S, az OS egyenes és
a B-n atmend, y-nal parhuzamos egyenes metszéspontja 7', végiil pedig a T-n atmend, x-szel parhuzamos egyenes és e
metszéspontja A ® B. Mutassuk meg, hogy az e \ {O} halmaz tetsz6leges A, B, C pontjai esetén igazak a kovetkezok:

a) (A@B)oC=A06(B6o0),
b)) AGE=E0A=A,
¢) Pontosan egy olyan A™'-gyel jelolt pont van e-n, amelyre

AOA'=A"1'0A=E.

(Az ® mivelet kommutativitdsa nem véletleniil maradt ki a feladatbol. Ez a tulajdonsag ugyanis nem kovetkezik
Desargues tételébdl, hanem csak egy annal erdsebb konfigurécios tételbsl, Papposz tételébsl.) Minek felel meg az ©
mivelet, ha ¥ az euklideszi sik, x és y egy derékszogi koordinatarendszer két tengelye, e az Y = X egyenletid egyenes,
E pedig az (1;1) koordinataja pont?
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