1. feladat. Létezik-e a 3-dimenzids térben olyan, 2006 pontbdl dllc H halmaz, amelyre az aldbbi tulajdonsdgok
teljestilnek:

(a) H pontjai nem esnek egy sikba,

(b) H-nak semelyik hdrom pontja sem esik egy egyenesre, tovabbd

(¢) a H birmely két pontjdit dsszekitd egyeneshez létezik téle kilonbozd, vele pirhuzamos, H két pontjit dsszekdtd
egyenes?

Megoldas. Vegyiik észre, hogy n > 5 esetén egy szabdlyos n oldali sokszog csicsainak H' halmaza teljesiti a
feladatban el6irt (c) feltételt.

Legyenek ugyanis P,Q € H' tetsz6leges csticsok. Ekkor a PQ egyenesnek valamelyik partjan legalabb két H'-beli
pont van. Tekintsiik ebben a félsikban a szabélyos sokszognek a P-vel szomszédos P’ illetve a -val szomszédos Q'
csticsat. Mivel a szabalyos n-szog koriilirt kérén PP’ és QQ’ azonos nagysigu ivet hataroznak meg, azért a hozzajuk
tartozo PQP’ és QP'Q’ keriileti szdgek egyenlSek, tehat e szdgek a parhuzamos PQ és P'Q’ egyenesekhez tartozo
valtoszogek.

I

Vélasszunk egy 1002 oldalu szabalyos sokszoget, és egy ettdl kiilonbozs sikba esé, 1004 oldalu szabalyos sokszdget
ugy, hogy O kozéppontjuk kozos legyen, és a két sokszog sikjanak metszésvonalan egyik sokszognek se legyen csticsa.
Allitjuk, hogy e két sokszog csticsainak H halmaza megfelels, ezért a feladat kérdésére igen a valasz.

Vilagos, hogy H-nak éppen 2006 pontja van. A konstrukcié miatt H pontjai nem esnek egy sikba: (a) teljesiil.
A szabalyos sokszogek konvex tulajdonsiga miatt egy egyenes a két sokszog barmelyikének legfeljebb két csucsét
tartalmazhatja. Marpedig ha egy egyenes valamelyik sokszogbdl két csicsot tartalmaz, akkor annak a sikjaban fut,
tehat a masik sokszognek nem tartalmazza egyetlen tovabbi cstucsat sem. A (b) tulajdonsag is teljesiil tehat.

A (c) tulajdonsag igazolasahoz tegyiik fel elGszor, hogy P és () ugyanannak a sokszognek csucsai. Ekkor legels
megfigyelésiink szerint talalunk megfelels P'-t és Q'-t mar ugyanebben a sokszdgben is. Ha azonban P és ) nem
ugyanabba a sokszogbe esnek, akkor az O-ra vonatkozé P’ és @’ tiikorképeik szintén H-beliek, kiilosnboznek P-t6l és
Q-tol, és PQ || P'Q’. O

Megjegyzés. A fenti megoldasban vézolt konstrukci6 szépséghibaja, hogy tul sok (szam szerint 1004) pont esik egy
sikba. Természetes kérdés, hogy a feladat feltételeit teljesité H halmazban legfeljebb héany pontnak engedhetjiik meg,
hogy egy sikba essen. Egyrészt vilagos, hogy egy ilyen H halmaznak mindig van 4 egysika pontja, hisz ha PQ || P'Q’,
akkor a P, Q, P', Q' pontok kozds sikban fekszenek. Masfelsl, a megoldas konstrukciéjanak moédositasaval tudunk
olyan H-t mutatni, ahol ez a szdm 6. Ha ugyanis 501 kiilonb6z6 sikban fekvs, szabalyos hatszoget valasztunk ugy,
hogy az egyik atmérgjiik kozos, akkor e hatszogek csiicsainak H halmaza is megfelel a feladatbeli feltételeknek. Sajnos
azonban a hatszogek kdzos atmérgjére merdleges sikok koziil kettd is tartalmaz 1002 pontot. Ezen tgy tudunk segiteni,
hogy nem szabélyos hatszogekbsl, hanem azok vetiileteibél épitkeziink. Konnyen lathato, hogy az ezen hatszogek
csucsai alkotta halmaz is megfelels, és alkalmas vetitések valasztasaval elérhets, hogy a legtobb egysiki pontot akkor
kapjuk, ha egy konstrukciobeli hatszog sikjat tekintjiik.

A feladat megoldasaban leirt konstrukcié egy masik sajatossaga, hogy a kapott H halmaz centralszimmetrikus
lesz. Ennek egy kovetkezménye, hogy H paros szamu pontot tartalmaz. Létezik azonban paratlan sok (mondjuk 2007)
pontbol all6 H halmaz is, azonban a koézéppontos szimmetria abban is 1ényeges szerepet kap. Belathato, hogy ha két
nem egysika, kdzos atmérsjd szabalyos 1004 oldalu szabélyos sokszog csicsai koziil elhagyjuk az egyik kozos csicsot,
akkor az (a), (b) és (c) feltételt kielégitd, 2007 pontu H halmazt kapunk. Nem vilagos, hogy paratlan méretd, kivant
tulajdonsagu halmazbdl létezik-e olyan, ami nem ,ennyire” centralszimmetrikus. Mint lattuk, a sikban van ilyen, pl.
egy paratlan oldala szabalyos sokszog (vagy annak vetiilete).

2. feladat. Legyenek a, n és t pozitiv egészek, amelyekre a < n teljesil. Tekintsik az {1,2,...,n} halmaz azon
részhalmazait, melyekben bdrmely két elem kilonbsége legaldbb t. Bizonyitsuk be, hogy e halmazok kézil az a-t nem
tartalmazok szima legfeljebb t*-szerese az a-t tartalmazok szimdnak.

Megoldas. Tekintsiik az {1, 2, ..., n} halmaz azon a-t tartalmazo részhalmazait, melyekben barmely két kiillonbozo
elem kiilonbsége legalabb t. Legyen H ezen részhalmazok halmaza. Alljon a K halmaz az {1,2,...,n} halmaz mindazon
részhalmazaibodl, amelyek a-t nem tartalmazzak, és amelyekben barmely két elem kiilonbsége legalabb t. Azt kell
megmutatnunk, hogy |K| < t* - |H| teljesiil.



Ezt ugy bizonyitjuk be, hogy K minden eleméhez hozzarendeljiik H egy-egy elemét ugy, hogy H minden egyes
elemét K-nak legfeljebb t? eleméhez rendeljiik hozza. Mas széval, mutatunk egy f: K — H leképezést, amire az
teljesiil, hogy H minden egyes eleme legfeljebb t* elem képeként 4ll els. Tetszleges X € K részhalmazhoz tekintsiik
az

f(X):=(X\{a—t+1l,a—t+2,...,a+t—2,a+t—1})U{a}

halmazt, azaz hagyjuk el X-bol azokat az elemeket, amik a-hoz t-nél kiozelebb vannak, és vegyiik be a-t f(X)-be.
Vilagos, hogy f(X) € H, hisz a € f(X) teljesiil, f(X)\ {a} barmely eleme legalabb t-vel kiilonbozik a-t6l, tovabba
f(X) barmely két a-t6l kiilonbozs eleme egyuttal X -nek is eleme, ezért kiilonbségiik legalabb ¢.

Megmutatjuk, hogy H barmely Y eleméhez legfeljebb t?-féleképpen valaszthatunk olyan X € K-t, amelyre f(X) =
Y. Hogyan képezhetjiik egy adott Y-hoz ezeket az X halmazokat? Vildgos, hogy minden ilyen X-et megkaphatunk
ugy, hogy Y-bol elhagyjuk az a elemet, majd tovabbi elemeket vesziink be az [a —t+1,a— 1], illetve az [a+ 1,a+t — 1]
intervallumbol Ggy, hogy az igy kapott halmazban is teljesiiljon, hogy béarmely két elem kiilonbsége legalabb t. Ez azt
jelenti, hogy mind az [a—t+1,a—1], mind az [a+1, a4+t — 1] intervallumokbol legfeljebb egy-egy elemet valaszthatunk
ki. Mivel mindkét intervallum ¢ — 1 elemet tartalmaz, azért mindkét intervallum esetén t-féle valasztasi lehetGségiink
van: (¢t — 1)-féleképp valaszthatunk ki egy elemet, illetve egyféleképp tehetjiik meg, hogy nem valasztunk egyetlen
elemet sem. Osszességében tehat legfeljebb ¢ -t = t? a lehetéségeink szama. Ezért H tetszGleges eleme legfeljebb ¢
K-beli elem képe, igy csakugyan igaz, hogy

|K|<t*|H|. O

Megjegyzés. A fenti becslés ¢ > 2 esetén javithato, ugyanis amikor Y € H-hoz konstrualunk olyan X € K-t, amire
f(X) =Y teljesiil, akkor altalaban nem tehetjiik meg, hogy tetsz6legesen valasztjuk az [a —t + 1,a — 1]-beli és az
[a+1,a+t— 1]-beli elemeket. Ugyelniink kell ugyanis arra is, hogy e két kivalasztott elem kiilonbsége se legyen t-nél

1
kisebb. Ezt figyelembe véve a becslésbeli t? tényezd 3 (t? + 3t — 2)-re javithato.

3. feladat. Egy kor alaku asztalndl n jatékos foglal helyet, akik kozott valahogyan szétosztunk n — 1 kdrtyalapot.
Ezutan a jatékosok a kovetkezd szabdly szerint cserélgetik eqymds kozott a lapjaikat: ha létezik olyan jatékos, akinél
legaldabb két kartyalap van, akkor valamelyik ilyen jatékos dtad egy-eqy kdrtydt a két szomszédjanak. Bizonyitsuk be,
hogy bdrhogyan is cserélgetnek, eldbb-utébb minden jatékosndl legfeljebb egy kdrtyalap lesz.

A megoldésok soran az alabbi szohasznalattal éliink. Azt mondjuk, hogy az = jatékos oszt, ha = a kezében levs
legalabb két kartyalap koziil egyet-egyet atad a szomszédainak.

I. megoldas. Els6ként azt bizonyitjuk, hogy lesz olyan jatékos, aki a jaték soran egyaltalan nem fog osztani. Tegyiik
fel, hogy a jatékban hasznalt kartyalapok egymastol jol megkiilonboztethetSek, és a jatékosok az alabbi megkotéssel
jatsszak a jatékot:

Ha x és y szomszédos jatékosok, és kettdjik kozil x oszt elobb, akkor az a kdrtya, amit x az elsd osztdsakor

dtad y-nak, ezentil csak x ésy kdzott fog mozogni.

Ko6nnyt meggondolni, hogy az eredeti jaték tetszGleges lejatszasat meg lehet tenni a fenti szabély betartasaval. Ha
ugyanis x els6§ osztasat kovetSen valamikor az x vagy y jatékos oszt, akkor két lehet&ség van. Ha az oszténal van a
szabalyban meghatérozott x kartya, akkor az tud gy osztani, hogy a « kartya = és y kozott mozogjon. Ha pedig x
nincs az osztondl, akkor kell lennie az osztonal egy olyan s’ kartyanak, amit nem kell a fenti szabély miatt az oszt6
maésik szomszédjanak atadni. Ha tehat & mozog x és y kozott, az nem sérti a szabalyt.

Vilagos, hogy a fenti szabaly minden szomszédos jatékosparhoz legfeljebb egy kartyat rendel, mégpedig tgy, hogy
kiilonboz6 jatékosparok kiilonb6zs kartyakon osztoznak. Mivel csak n — 1 kirtya van jatékban, azért legfeljebb n — 1
szomszédos jatékosparnak lesz , kozos kartyaja”. Lesz tehat két szomszédos jatékos (mondjuk x és y), akik sosem fognak
egymésnak kartyat adni. Mas szoval sem z, sem y nem oszt a jatékban.

A fenti gondolatmenetbdl csak annyit hasznalunk, hogy x sosem fog osztani. Ezért & barmelyik szomszédja csak
véges sokszor oszthat a jaték soran, hiszen minden osztéskor z-hez keriil egy-egy lap, ami onnant6l z-nél marad. A
jatékban tehat el6bb-utébb eljon egy pillanat, ami utdn x szomszédai mar nem osztanak tobbszor. Ezt kovetSen z
masodszomszédai is csak véges sokszor oszthatnak, hiszen e méasodszomszédok minden egyes osztasakor = valamelyik
szomszédjahoz keriil egy kértya, aki azt mar sosem osztja ki. Elébb-utébb tehat a mésodszomszédok sem fognak
osztani, igy a gondolatmenet megismételhets az x jatékos harmadik szomszédaira, azok szomszédaira sth. Azt kapjuk,
hogy véges sok osztas utan bekovetkezik egy olyan pillanat, amikor mar egyik jatékos sem tud osztani. Ez pedig azt
jelenti, hogy olyan helyzethez érkeztiink, amikor barmelyik jatékosnal legfeljebb 1 kartya talalhato. Nekiink pedig
pontosan ezt kellett bizonyitanunk. [

A tovabbiakban nevezziik jatékosok egy H valddi részhalmazat csapatnak, ha a H-beli jatékosok egymas kozvet-
len szomszédai az asztal valamely koriiljarasa altal meghatérozott sorrendben, azaz, ha a H-beli jatékosok egy ivet
hataroznak meg az asztal mentén.

II. megoldas. Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy a jaték sosem ér véget, azaz végtelen sok osztas torténik.
Allitjuk, hogy tetsz6leges 1 < k < n — 1 egész szdm esetén a jatékban el6bb-utobb elérkezik egy pillanat, amikortol
kezdve barmely k taga csapatnal dsszesen legfeljebb &k kartya lesz. A k = 1 eset éppen a bizonyitandé allitas. A fenti



allitast k szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk: k = (n — 1)-re az allitas nyilvanvalo, hiszen Gsszesen n — 1 kartya
van forgalomban. Tegyiik fel tehat, hogy egy k-ra mar bizonyitottuk az indukcits feltevést, és a cél, hogy (k — 1)-re
igazoljuk azt. (Annyiban szokatlan ez a teljes indukcio, hogy a k valtozé csokken, és nem novekszik.)

Legyenek tehat xq,xa,..., 2,1 szomszédos jatékosok, és tekintsiik azt, az indukcios feltevés értelmében elgbb-
utobb elérkezd ¢ idpillanatot, amikortol kezdve barmely k taga csapatnal legfeljebb k kirtya van. Legyen xg az x4
jatékos xo-t61 kiilonb6z6 szomszédjzﬂ. Ha az x¢ jatékos innent6l sosem oszt, akkor xp-nél csak halmozoédnak a kartyak,
ezért xo szomszédai is csak véges sokszor oszthatnak a jaték folyaméan. Egy pillanattol kezdve tehat zy szomszédai
mér nem osztanak, de innentél fogva néaluk is halmozédnak a lapok, tehat zy mésodszomszédai is csak véges sokszor
oszthatnak stb. Azt kapjuk, hogy minden jatékos véges sokszor oszt, tehat az egész jaték véges sok osztasbol all, ami
ellentmond az indirekt feltevésnek.

Latjuk tehat, hogy z¢ a t id6pont utén is el6bb-utobb osztani fog. Ekkor zp-nal legaldabb két kartya van, az
{zo,z1,...,2K_1} csapatnal pedig az indukcios feltevés miatt legfeljebb k kartya taldlhato. Tehat az x1,...,x5—1
jatékosok ekkor legfeljebb k — 2 kartyat tartanak. Megmutatjuk, hogy az {x1,...,zr_1} csapat ezt kdvetGen sosem
fog (k — 1)-nél tobb kartyat birtokolni. Tegyiik fel ugyanis, hogy ez mégiscsak megtorténik egy osztas utan. Vilagos,
hogy ezt az osztast csak zg vagy az xp_1 jatékos xy_o-t6l kiilonbozé xj szomszédja végezhette. Mivel az osztas utan
az {x1,...,xp—1} csapatnal Osszesen legalabb k kartya lesz, azért az osztast megel6zGen az xq, ..., 251 jatékosoknal
és az osztonal egyiittesen legaldbb k + 1 kartya volt. Marpedig ez az indukciés feltevés szerint lehetetlen, hiszen egy k
tagd csapatnél a ¢t id6pont utan legfeljebb csak k kartya lehet.

A fentiek szerint tehat egy idGponttol kezdve barmely k — 1 tagi csapatnal legfeljebb & — 1 kartya lesz. Ezzel az
indukcits 1épést igazoltuk, a feladat allitasat bebizonyitottuk. O

Megjegyzések. 1. A feladatban leirt jaték az un. ,chip firing” jaték egy speciélis esete. Az altalanos chip firing
jatékban adott egy G graf, aminek a cstcsaiban lilnek a jatékosok, akik kozott a kartydkat szétosztjuk. Ha egy «
jatékosnal legalabb annyi kartya van, mint ahany szomszédja, akkor = megteheti, hogy minden szomszédjanak atad
egy-egy kartyat. Az I. megoldas modszerével megmutathatd, hogy ha a G graf 6sszefiiggs, és a kiosztott kiartyak szama
kevesebb }E(G)|—nél, akkor a jaték elébb-utobb véget ér, ugyanis lesz G-nek olyan éle, amelyhez nem ragad kartya,
azaz a két végpontban {il6 jatékosok sosem osztanak. (A II. megoldas is altalanosithato: ekkor k& tagt csapat helyett
k csucs altal feszitett Osszefiiggs részgrafokra vonatkozik az indukcios feltevés.)

2. Erdekes megfigyelés, ami a megoldashoz tigy tiinik nem vezet kdzelebb, hogy a jaték lejatszasa nélkiil megéallapit-
hato, hogy melyik jatékosnal nem lesz kartya a jaték végén. Ha ugyanis az asztal egy koriiljarasa szerint megszamozzuk
a jatékosokat 1-t6l n-ig, és minden kartydhoz hozzéarendeljiik az adott kartyat birtoklo jatékos sorszamat, akkor egy
osztas utdn a kartydkhoz rendelt szamok Osszegének n-nel vett osztasi maradéka nem valtozik. Ha tehat tudjuk, hogy
véget ér a jaték, és az ¢ sorszamu jatékosnal nem marad kartya, akkor 1 + 2 + ... + n — ¢ ugyanannyi maradékot ad
n-nel osztva, mint a kiindulaskor kiszdmolt 6sszeg. Ebb6l pedig i egyértelmien meghatarozhato.

3. A fenti megfigyelés altalanosithat6. Nemcsak az igaz, hogy a végsé allapot fliggetlen a jaték konkrét lejatszasatol,
hanem az is, hogy a végsé allapothoz vezet6 osztasok szama sem fiigg attél, hogy hogyan megy végbe a jaték. Ez az
alabbi, az altalanos chip firing jatékra is érvényes (és hasonldéan bizonyithato) ténybdl kovetkezik:

Allitas. Tegyiik fel, hogy az S kiinduldsi helyzetben az x1,xo, . .., x, jitékosokndl rendre a1, as, ..., a, kdirtya van.
Tegyiik fel tovabbd, hogy S-bdl kiindulva a jaték egy bizonyos lejdtszds szerint véget ér, és ekdzben az x1,xa,..., T,
jatékosok rendre by, ba, ..., by, osztdst végeznek. Ekkor az S helyzetbdl kiindulva a jdték tetszdleges lejatszas szerint véget
ér, €s a végsd dallapotba eljutasig az x1,...,x, jdtékosok rendre by, ..., b, szami osztdst végeznek.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy S-bdl indulé lejatszasban van olyan x; jatékos, aki b;-nél tobbszor oszt. Valasszuk
ki azt az z; jatékost, akivel ez elGszor bekovetkezik. Az x; jatékos (b; + 1)-edik osztésa el6tt x;-nél legfeljebb k =
a; —2-b; + b1 + bjy1 szamu Kartya taladlhato, hisz x;_1 és x;11 eddig legfeljebb b;_q, illetve b;11 osztast végeztek.
Marpedig a referencialejatszas végén pontosan k az z;-nél taldlhato kartydk szama, ezért k kisebb z; szomszédai
szamandl, azaz 2-nél. Tehat egyetlen x; jatékos sem tud b;-nél tobbszor osztani, amennyiben az S allapotbdl indul a
jaték.

A fentiek miatt nem toérténhet meg, hogy azonos allapotbdl kiindulva, két kiilonb6z6 lejatszéas szerint egy jatékos
kevesebbszer oszt az egyik lejatszasban, mint a mésikban. Tehat minden jatékos ugyanannyiszor oszt, fiiggetleniil a
lejatszasbeli osztasok sorrendjétsl. [

Kovetkezmény. Ha egy S dllapotbol kiindulva véget ér a chip firing jaték, akkor S-bél indulva a jaték tetszdleges
lejatszds esetén véget ér, és a végsd dllapot nem fiigg az osztdasok sorrendjétdl.

Bizonyitas. A jaték barmely lejatszasa by + bs + ... + b, szdmu osztasbol all, és a lejatszas utan az x; jatékosnal
talalhato kartyak szama
rp=a; —2 b + Z{bj: xj az x; szomszédja}.

A kapott r; mennyiség fiiggetlen a lejatszastol. [

Kovetkezmeény. Ha egy S dllapotbol kiindulva véget ér a chip firing jaték, akkor lesz olyan jatékos, aki a jaték
sordn egydltaldn nem oszt.

'Ha xo-nak nincs két kiildnbdzé szomszédja, akkor n = 2, és a bizonyitashoz nincs sziikség indukciora.



Bizonyitas vazlat. Tegyiik fel, S-bél indulva agy ér véget a jaték, hogy a jatékosok altal elvégzett by, b, ..., b,
osztasok szamanak mindegyike pozitiv. Legyen z; az a jatékos, aki egy lejatszas soran elséként fejezi be a sajat osztasait,
és jelolje d; az x; szomszédainak szamat. Ezen osztas utdn az x;-nél talalhaté kartyak szama legfeljebb

a; —d; - b; + Z{bj —1: z; az x; szomszédja} =
= (ai —d; - b; + Z{bj: T AL T4 szomszédja}) —d; <0,

ami ellentmondas. [0

Az idei 3. feladat kapcsolodik az 1984. évi Kiirschak verseny 3. feladatahoz, illetve az 1986. évben rendezett Nemzet-
kozi Matematikai Didkolimpia 3. feladatdhoz. Mindkét emlitett feladat megoldhaté volt egy alkalmas energiafogalom
bevezetésével, és ez a mostani 3. feladatra is igaz.

III. megoldas (vazlat). A jaték egy pillanataban egy H csapat energidja legyen a H altal birtokolt kartyak
szamanak és a H csapat létszdméanak abszolut kiilonbsége, a rendszer energidja pedig legyen az Osszes lehetséges
csapat energidjanak Gsszege.

Vizsgaljuk meg, hogy egy x jatékos osztésa utan hogyan valtozik a rendszer energiaja! Vilagos, hogy az egyszemélyes
{z} csapat energidja nem novekszik az osztas utan. Az z-t6l kiilonboz6 jatékosok alkotta X csapat energidja pedig
szigortian csokken, hiszen az osztas el6tt és utan is legfeljebb annyi kartyajuk volt, mint ahanyan voltak. Konnyen
ellendrizhets, hogy e két csapaton tul pontosan azoknak a H csapatoknak valtozik az energiaja, amelyekre H U {x}
és H \ {z} is csapat. Az ilyen csapatok diszjunkt parokba rendezhetGek, ahol minden par egy x-et nem tartalmazo
H csapatbol és az z-et tartalmazo H U {x} csapatbol all. Ezen csapatok mindegyikének pontosan 1-gyel valtozik az
energidja x osztasa utdn. Ha egy ilyen H csapat energidja ndvekszik, akkor az osztas elétt a H-beli jatékosoknal mar
legaldbb |H| kértya volt, ezért a H U {x} csapat az osztds el6tt legalabb |H| + 2 > |H U {x}| kirtyét tartott kézben.
Vagyis = osztasa utan a H U {x} csapat energidja csokken. Azt kaptuk, hogy a parokba osztott csapatok Osszenergiaja
nem névekedhet. Osszességében tehét a rendszer energiaja minden osztéssal szigortian csokken.

A rendszer energidja a jaték minden pillanatdban egy pozitiv egész szam, igy az csak véges sokszor csokkenhet.
Ezért a jaték soran elbb-utébb bekdvetkezik egy pillanat, amikor a rendszer energidja mar nem csdkkenhet tovabb,
azaz nem végezhets tjabb osztas. Marpedig ekkor minden jatékosnal legfeljebb egy kartya talalhato. [



