I. rész

1. Egy kerékpdros ttjinak elsd felét 12 km/h, a mdsik felét 18 km/h sebességgel tette meg. Visszafelé szeretne
egyenletes sebességgel haladni és ugyanannyi idé alatt megtenni az utat, mint odafelé. Mekkora legyen a sebessége?
(11 pont)

Megoldas. Legyen az ut hossza 2s km. Ekkor a kerékparos az atjanak elsG felét 15—2 h, a masik felét pedig 1—88 h

s s
alatt tette meg. Szeretné a visszautat, vagyis a 2s km utat 12 + 8 h alatt megtenni. Ekkor a sebessége:
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Vagyis 14,4 km/h legyen a kerékparos sebessége visszafelé.

2. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert az egész szampdrok halmazdn:

x2—4y2—7x—|—14y—0,}

syt o+ 2y =0, (13 pont)

Megoldas. Az els6 egyenletet irhatjuk szorzatalakban: (z — 2y)(z + 2y — 7) = 0. Ebb6l kivetkezik, hogy = = 2y
vagy * =7 — 2y.

Mindkét esetben a masodik egyenletbe helyettesitjiik be az x-re kapott kifejezést.

Az els6 esetben: 2y% + 4y = 0.

Az ebbdl kapott y értékekhez kiszamitjuk az x-et is: y1 = 0, 1 = 0, y2 = —2, 2 = —4. A méasodik esetben:
2y% — Ty —7=0.

Ebbdl az egyenletbdl nem kapunk egész megoldasokat.

Az egyenletrendszer megoldasai: y; =0, x1 =0 és yo = —2, 19 = —4.

3. Az AB szakaszon vegyiink fel eqy C pontot, amelyre AC = x, BC = y. Az AB szakasz ugyanazon oldaldra
megrajzoljuk az ACDE és a CBHG négyzetet. A DC' egyenest a BE egyenes a P pontban, az AH egyenes pedig a
Q pontban metszi. Adjuk meg x és y ismeretében a CQ és a C'P szakasz hosszdt. (13 pont)

Megoldas. A szoveg alapjan elkészitett dbran: PCBA = EABA. Felirhatjuk a megfelel¢ oldalak aranyéat:
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Az el6zbekhez hasonloan: QCAA = HBAA. Felirhatjuk a megfelel6 oldalak aranyét: —gi =51 azaz QC
Y
4y
Ebbdl kapjuk, hogy QC = n
T

Y
Mindebbdl az is kovetkezik, hogy P = Q.

4. Hdany darab 1-nél nagyobdb, de 2-nél kisebb tagja van az

anp =—-1+1g(n+3)



sorozatnak? (14 pont)

Megoldas. A kovetkezd egyenl6tlenségrendszer pozitiv egész megoldasainak a szamét kell meghataroznunk: 1 <
—1+1g(n+3)<2,azaz 2 <lg(n+3) < 3.

A 2 és a 3 logaritmus segitségével felirhato: 1g100 < 1g (n 4+ 3) < 1g 1000.

Az lg fliggvény novekedd, ezért: 100 < n + 3 < 1000, vagyis 97 < n < 997.

A megfelels n értékek: 98,99, ...,995,996, vagyis 899 db pozitiv egész megoldédsa van az egyenlGtlenségrendszernek.

II. rész

5. Koordindta-rendszerben adott az A(—1;4) és a B(5;2) pont. Adjuk meg az x tengelyen azt

a) a P pontot, amelyre PA = PB és az y tengelyen azt a Q pontot, amelyre QA = QB; (5 pont)
b) az R pontot, amelyre AR + RB minimdlis; (5 pont)
¢) a C pontot, amelyre AC?* + CB? minimilis. (6 pont)

Megoldas. a) Az AB szakasz [ felez6merdlegesének minden pontjara teljesiil, hogy az A-tol és a B-t6l vett
tavolsaga egyenlS. Ezért ennek az egyenesnek és a tengelyeknek a kozos pontjat kell meghataroznunk.
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Az AB szakasz felezGpontja: F'(2;3).

Az f egyenes egy normélvektora: n(3; —1).

Felirhatjuk az f egyenes egyenletét: 3z — y = 3.

Ez az egyenes a P(1;0) pontban metszi az = tengelyt, és a Q(0; —3) pontban metszi az y tengelyt. Ezek a keresett
pontok.

b) Az A(—1;4) pont z tengelyre vett tiikorképe A'(—1;—4). Felirhatjuk az A’'B egyenes egyenletét: z — y = 3.
Ez az egyenes a megfelel¢ pontban metszi az = tengelyt (ezt a tengelyes tiikrozés tulajdonsagainak felhasznélasaval
belathatjuk), vagyis R(3;0).

¢) Legyen a C(c; 0). Ekkor a (¢ + 1)° +42 + (¢ — 5)* + 2% minimumhelyét keressiik. A kifejezést az stalakitdsok utén
a 2¢2 — 8¢ + 46, illetve a 2(c — 2)* + 38 alakra hozhatjuk, amely ¢ = 2 esetén lesz minimélis. A keresett pont: C'(2;0).

6. a) Két szabdlyos dobdkockdval dobunk, a citromsdrgdval dobott érték legyen ¢, a narancssdrgdval dobott pedig
legyen n. Mekkora a valdszinidsége annak, hogy a cx® = n egyenletnek két egész gyike lesz? (8 pont)
b) Hdrom szabdlyos dobokockdval dobunk, a pirossal dobott érték legyen p, a fehérrel dobott legyen f, a zélddel dobott
pedig legyen z. Mekkora a valdszindsége annak, hogy a pz’® + fx + z = 0 egyenletnek két kilonbozd gyoke lesz és ezek
egymds reciprokai? (8 pont)

Megoldas. a) Az n értékének négyzetszamnak kellene lennie. Mivel a dobott szamok: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ezért a

c
hanyados megfelel értékei: 1 és 4.
A kedvezs eseteket a tablazatbol kiolvashatjuk.
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Az Gsszes eset szama 36, a kedvezs esetek szama pedig 7.

A keresett valosziniiség: T
b) Ha a két gyok egymaés reciproka, akkor a szorzatuk 1, vagyis - 1, azaz p = 2. Ez a feladathoz sziikséges

feltétel. Azt is szeretnénk biztositani, hogy legyen két kiilonbo6z6 gyoke az egyenletnek, vagyis a diszkriminénsa legyen
pozitiv: 2 — 4pz > 0.
Ha p = z =1, akkor f lehetséges értékei: 3, 4, 5, 6. Ha p = z = 2, akkor f lehetséges értékei: 5, 6. A tovabbi p = z

esetekhez mar nincs megfelel§ f. Vagyis a jo szAmharmasok szama: 6.
Harom kiilonb6z6 kockaval dobva az Gsszes eset szama: 6°. A keresett valoszintiség:

7. a) Mutassuk meg, hogy azy = 2> + (a — 3)2® — 3z + 2 gorbesereg minden tagja egy ponton megy dt. Adjuk meg
(6 pont)

ennek a fixzpontnak a koordindtdit.
b) Hogyan kell megudlasztani az a paraméter értékét, hogy a hozzd tartozé gorbe xo = 3 pontjiban hizott érintdje
(10 pont)

dgthaladjon a (0;2) ponton?
Megoldas. a) Két tetszéleges a értékhez tartozo gorbe kozos pontja megadja a fix pontot. Legyen a = 0, illetve

a=1.
Ha a = 0, akkor y = 2 — 322 — 3z + 2. Ha a = 1, akkor y = 2 — 22 — 32 + 2 (1. dbra).
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1. dbra

A két gorbe kozos pontja: P(0;2) (A két egyenlet kivonéasaval kaptuk meg a kozos pont koordinatait). Ez valoban

kielégiti a gorbesereg minden tagjanak egyenletét.
b) Felhasznaljuk, hogy a keresett gérbe 2o = 3 pontjahoz tartozo érintGjének meredekségét a derivalt helyettesitési

értéke adja:
f'(x) = 32% 4+ 2(a — 3)z — 3.

Ebbél f/(3) = 6a+6 = m.. Az érintési pont mésodik koordinataja f(3) = 9a— 7, ezért az érintési pont F(3;9a—7).
Az érint6 egyenlete az a paraméter fiiggvényében y — 9a + 7 = (6a + 6) - (x — 3). Mivel az érintének at kell mennie a
P(0;2) ponton, azért 9 — 9a = —18a — 18, amibdl a = —3. A gorbe egyenlete y = x3 — 622 — 3z + 2, az érintési pont

E(3;—34), és az érint6 egyenlete
y=—12z + 2 (2. dbra).

f(z) = 2® —62° — 32 +2

2. dbra



8. Egy derékszogd hdromszdog beirt korének sugara 2, a befogokhoz hozzdirt koreinek sugara 3 és 10. Mekkora az
dtfogohoz hozzdirt kor sugara? (16 pont)

Megoldas. Ha elkészitjiik az dbrdt (és a szokasos jeloléseket hasznaljuk), akkor kénnyen igazolhato, hogy 0, = s—b
és op = s — a. A két Osszefiiggés Osszeadasaval kapjuk, hogy g0, + 0p = ¢. A megadott adatok szerint: ¢ = 13.
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Derékszogi haromszog esetén o. = s.
Ha a haromszog beirt korének a BC oldallal vett érintési pontja és a B cstcs kozti tavolsag z, akkor: (z + 2)2 +
(15 — :C)2 =169, amib6l 22 — 132 4+30 =0, 2 = 10, 29 = 3. Innen a = 5, b = 12.
s Pi 2der(il§szégﬁ haromszog mindharom oldalat ismerve az atfogohoz hozzairt kor sugarat kiszamolhatjuk: o, = s =
+ 12+
— =15.

2
Megjegyzés. Altalaban is megmutathatjuk, hogy derékszogi haromszog esetén: oo + op + 0 = 0e.

9. Az origd kozéppontd 13 sugard korvonalra illeszkedd 12 darab racspont (olyan pont, amelyek mindkét koordindtdja
egész szdm) meghatdroz eqy tizenkétszoget.

a) Az igy kapott sikidomn érintétizenkétszog? (5 pont)
b) Szdamitsuk ki a tizenkétszdg teriiletét. (7 pont)
¢) Legyen egy 13 magassigi egyenes gila alaplapja ez a tizenkétszig. Mekkora szoget zdrnak be az oldallapok az
alaplappal? (4 pont)

Megoldas. a) A tizenkétszog harom szomszédos csiucsa: A(13;0), B(12;5), C(5;12).

Ha érintGtizenkétszog lenne, akkor lenne beirt kore. Egy origd kozépponta kornek érintenie kellene az AB = v/26
és a BC' = 7v/2 hosszusagut oldalakat is.

Az OAB egyenl6 szari haromszogben az O-bol huzhatéo OT; magassig hosszat Pitagorasz-tétellel kiszamithatjuk
(1. dbra):
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1. dbra

Az OBC egyenl6 szari haromszogben az O-bol hizhatdé OTy magassag hosszat is a Pitagorasz-tétellel szamithat-
juk ki:
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Mivel OTy # OT5, igy nincs beirt kore a tizenkétszognek, vagyis nem érintGtizenkétszog.

b) A feladatban szerepls tizenkétszog 8 db OAB haromszoggel egybevago, és 4 db OBC haromszoggel egybevago
haromszoghdl rakhaté Gssze. Ezen egyenld szari haromszogek alapjainak és az alapokhoz tartozé magassagoknak
ismeretében kiszamitjuk a teriiletiiket:

V26-5-4/F 65 V212 g9

toas = B) =5 topc = ——F——=—(.

Az el6z6ek alapjan a tizenkétszog teriilete:

65 119
T:8'tOAB+4'tOBc:8~7+4~T:498.

¢) A kup csicsa legyen P. Az eddigi jeloléseket is hasznalva a POT'; és a POT'9 derékszogl haromszogekbol kapjuk
a keresett szogek tangensét. (Csak kétféle dslésd oldallap van, 2. dbra.)

PO 13
tga; = — = ~ 1,0198, amibdl ay & 45,56°.
OTy 5.,/
V2
PO 13
tgay = o — ~ 1,0815, amibol ap A 47,24°.
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