1. feladat. Jelolje az n pozitiv egész szdam pozitiv osztéinak szdmdt d(n). Melyik az a legkisebb valds ¢ érték, amellyel
d(n) < c-+/n teljesiil minden pozitiv egész n szimra?

d
Megoldas. Azt a legkisebb c-t keressiik, amire ¢ > % teljestil minden pozitiv egész n-re. Tudjuk, hogy ha az n
n
kanonikus alakja n = p{™* - p3* - ... - pp*, akkor n osztéinak szama
d(n) =(aq +1)(az +1)...(ar + 1). Eszerint
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Ahhoz, hogy a feladatban leirt, lehets legkisebb c-t megkeressiik, az sziikséges, hogy (1) jobb oldalat maximalizaljuk.
(Pontosabban az, hogy megtalaljuk a szuprémumaét, de mint latni fogjuk, ez itt maximalizalast jelent.) Az (1) formula
jobb oldala pedig akkor lesz a lehet6 legnagyobb, ha minden p; primhez olyan «; € {0,1,2,...} kitevst valasztunk,
ami maximalizalja az
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egyenlség bal oldalat. A (2) jobb oldalan &ll6 tortek szamlaloja szigoriian monoton csékken, nevezgjiik azonos, tehat
a szorzatuk akkor lesz maximalis, ha «o;-t Ggy valasztjuk, hogy a szorzatba pontosan az
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1-nél nagyobb alaku tényezd6k keriiljenek. Ha p; > 4, akkor mar a szorzat els6 tényezGje is egynél

kisebb. Ezért ha egy szdm kanonikus alakjébol elhagyjuk a 4-nél nagyobb primosztokat, akkor ett6l a d(n)/+/n hanyados
novekszik. Tehat elegends csak azokkal a szamokkal foglalkoznunk, amiknek a primosztéi csak a 2 és a 3 lehetnek.
A 2 és 3 primosztok maximumot meghatarozé kitevdit szintén a fentiek figyelembe vételével kaphatjuk meg; vegyiik

ugyanis észre, hogy
2 2 2 2
—(3/22) >1> —(4/23) , illetve (2/1) >1> (3/2)
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Ez azt jelenti, hogy a —= kifejezés n = 2% - 3 = 12-re maximalis. Tehat a keresett legkisebb ¢ érték nem més, mint
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Megjegyzés. A megoldas modszerével megmutathato, hogy tetszéleges pozitiv € kitevére létezik egy olyan c. szam, amire
d(n) < c. - n° teljesiil minden pozitiv egész n szamra Ggy, hogy van olyan pozitiv egész n., amire egyenléség all. Ebbél az is
kovetkezik, hogy tetszéleges € > 0 esetén
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Ez dgy is kimondhato, hogy logd(n)/logn — 0, ha n — oo. (Itt feltehets, hogy pl. e alapi logaritmusrol beszéliink, hisz az
(1-nél nagyobb) alap sem a konvergencia tényét, sem a hatarértéket nem befolyasolja.) Megjegyezziik, hogy az az erGsebb allitas
is igaz, hogy alkalmas C konstanssal minden pozitiv egész n-re:

log d(n) C
< .
logn loglogn

Ez a fels6 becslés pedig mar konstans szorzétol eltekintve pontos és nem javithaté tovabb. Mindez az n = pip2...pr alakid
szamokat vizsgalva lathato be, ahol p1 < p2 < ... < pr < ... az egymast kovets primek sorozata. Vagyis a fenti egyenlStlenség
lényegében éles, ha n az els6 k prim szorzata.

2. feladat. Legyenekn > 1 és a1 < as < ... < a, egészek. Bizonyitsuk be, hogy azoknak az 1 <1i < j < n pdroknak
a szama, amelyekre a; —a; kettéhatvdny, legfeljebb akkora, mint azoknak az 1 < i < j < n pdroknak a szdma, amelyekre
j — 1 kettéhatviny. (A 2 nemnegativ egész kitevds hatvdnyait nevezzik kettéhatvinynak.)

Megoldas. Jelolje f(n) az 1,2, ..., n szamok kozott felléps kettShatvany kiilonbségek szamat, F'(n) pedig legyen
az n kiilonboz6 egész kozott felleps kettGhatvany killonbségek maximalis szama. Ezzel a feladat allitasa F(n) = f(n)
alakot 6lt, amit n szerinti teljes indukcioval bizonyitunk. Az n = 1 eset trivialis, hisz F/(1) = f(1) = 0.

Tegyiik fel tehat, hogy n < N esetén mar igazoltuk az F(n) = f(n) egyenlGséget. Célunk az F(N) = f(N) bizo-
nyitasa. Legyenek tehat az a1 < as < ... < ay egészek olyanok, hogy a bel6liik képezhets kettGhatvany kiillonbségek
szama F'(N), és az ilyen tulajdonsagu sorozatok koziil olyat valasszunk, amire az ay — aq kiilénbség a lehets legkisebb.

Feltehetd, hogy az a; szamaink kozott van paros. Ha ugyanis minden a; paratlan, akkor az {a; +1: 1 <i < N}
halmazbol a képezhets kettShatvany kiilonbségek szama F(N), és a legnagyobb és legkisebb szam kiilonbsége sem
valtozott. Ha netdn minden a; paros, akkor az egész szamokbol 4ll6 {a;/2: 1 < i < N} halmazbol is F(N) kettShatvany
kiilonbség képezhets, rdadasul a legnagyobb és legkisebb szam kiilénbsége csokkent. Mivel az a1, aq, ..., axN sorozatot



ugy valasztottuk, hogy ez a kiilonbség minimalis legyen, az ai,as,...,ay szamok koézott bizonyosan van paros és

N
paratlan is. Legyen tehat k a paros és N — k a paratlan a;-k szama, ahol 1 < k < N. Az is feltehets, hogy k < 5

ha ugyanis ez nem igy volna, akkor minden a;-t eggyel megndvelve olyan sorozatot kapnank, amiben kevesebb a paros
szdm mint a pératlan, a kettShatvany kiilonbségek szama F(IN) és a legnagyobb és legkisebb szam kiilonbsége sem
valtozik ettdl.

A sorozatunkban felléps kettShatvany kiilonbségek haromfélék lehetnek. Két paros szam kozott felléps kettGhatvany
kiilonbségbdl az indukcios feltevés szerint legfeljebb f(k) lehet, ami megegyezik a 2,4,...,2k szamok kozott felleps
kettShatvany kiilonubségek szamaval. Hasonloan, a paratlan a;-k szintén az indukcios feltevés szerint legfeljebb f(N —k)
kettShatvany kiilonbséget hataroznak meg, és ez éppen az 1,3,5,...,2(N — k) — 1 szamok kozott felléps kettGhatvany
kiilonbségek szama. Végiil a paros és paratlan a;-k kozott fellepé kettShatvany kiilonbségek paratlanok, igy 1-gyel
egyenl6k. Minden paros a; legfeljebb két ilyen kiilonbségben szerepelhet, ezért legfeljebb 2k lehet ezekbdl, de az is
igaz, hogy minden ilyen kiildnbség a; 1 — a; alakt, amibdl dsszesen N — 1 van. Figyeljiik meg, hogy a {2,4,...,2k} és
{1,3,5,...,2(N — k) — 1} halmazokbol egy-egy elemet kivdlasztva pontosan 2k-féleképpen valaszthatunk szomszédos

szamokat, kivéve, ha k = —, amikor csak N — 1 ilyen valasztas lehetséges.

Azt kaptuk, hogy az altalunk vizsgalt {ai,as,...,an} halmazban legfeljebb annyi kett6hatvany kiilonbség lép fel,
mint a H = {1, 2,3,...,2k,2k+1,2k+3,2k+5,...,2(N—k)— 1} halmazban. Ezért az indukcios 1épés befejezéséhez
azt kell megmutatnunk, hogy a H halmaz legfeljebb annyi kettGhatvany kiilonbséget hataroz meg, mint az [N] :=

N
{1,2,...,N} halmaz. Ha k = BX akkor H = [N], és nincs mit bizonyitanunk. A tovabbiakban feltessziik tehat, hogy
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Vegyiik észre, hogy [2k + 1] := {1,2,...,2k + 1} részhalmaza H-nak és [N]-nek is, ezért a [2k + 1] halmazon beliil
felleps kettGhatvany kiilonbségek nem okoznak eltérést.

A H\[2k+1] = {2k + 3,2k +5,...,2(N — k) — 1}, illetve [N]\ [2k + 1] = {2k + 2,2k + 3,..., N} halmazok
egyarant f(N — 2k — 1) kettShatvany kiilonbséget hatédroznak meg. Annyit kell tehat bizonyitanunk, hogy a [2k + 1]
halmaz és a H \ [2k + 1] halmaz elemei kozott fellepd kettGhatvany kiilonbségek szama nem lehet tobb, mint a [2k 4 1]
halmaz és az [N]\ [2k + 1] halmaz elemei kozott felleps kettShatvany kiilonbségek szama. Ha azonban az = € [2k + 1]
és az y € H\ [2k + 1] szamok kiilonbsége kettGhatvany, akkor mivel e kiilonbség legalabb 2 és y paratlan, ezért a-nek
is annak kell lennie. Igy a (2k + 1)-bdl felére kicsinyitett”

1 1
x’::2k+1—§(2k+1—$) és y’::2k+1+§(y—(2k+1))
szamok a [2k + 1], illetve [N] \ [2k + 1] halmazok olyan elemei, amik kiilonbsége
1 1
y’—x’:2k+1—(2k+1)+§(y_(2k+1)+2k+1_$) = 5(3/_33)

szintén kettGhatvany.
Azt kaptuk, hogy minden H-beli kettShatvany kiilonbséghez taldltunk egy-egy kiillonbozs kettShatvany kiilonbséget
[N]-ben, és ezzel az indukcios lépést igazoltuk, a feladat allitasat pedig bebizonyitottuk. O

Megjegyzés. 1. Nem igaz, hogy ha az a1 < a2 < ... < an sorozat maximadlis szamua kettShatvany kiilonbséget hataroz meg,
akkor szamtani sorozatrol van szé: az 1, 2, 3, 4 és az 1, 2, 3, b sorozatok mindegyikébdl 6tféleképp lehet kettGhatvany kiilonbséget
képezni.

2. A feladat allitdsa 2 helyett mas pozitiv egész szam hatvanyaira is igaz, de ennek bizonyitasa a feladatbeli allitasnal
valamivel bonyolultabb.

3. feladat. Egy orszdagban a vdrosok kozotti kozlekedés vonaton és busszal lehetséges. A vasittdarsasdg és a buszvdl-
lalat is bizonyos vdrospdarok kozitt kozlekedtet jaratokat, dm két vdros kozott nem feltétlendl jar mindkét irdanyba jdrat.
Tudjuk, hogy barhogyan is vdlasztunk ki két vdrost, el lehet jutni egy fajta kozlekedési eszkdzon (esetleges dtszdlldsokkal)
az eqyikbél a mdsikba (de a mdsikbol az egyikbe mdr nem feltétleniil). Bizonyitsuk be, hogy van olyan vdros, amelybdl
barmely mdsik vdros elérhetd egyféle kizlekedési eszkdzzel ugy, hogy a kilénbézd vdirosokba jutds eszkéze mds-mds lehet.

I. megoldas. Azt mondjuk, hogy az a varosbol elérhetd a b varos, ha csak vonaton vagy csak buszon el lehet jutni
(esetleg atszallasokkal) a-bol b-be. A feladatot az orszagban talalhato varosok n szdma szerinti indukcioval oldjuk meg.
A feladat allitdsa n = 1 esetén vilagos. Tegyiik fel tehat, hogy n-nél kevesebb varosra méar igazoltuk az allitast, és
tekintsiink egy n varosbol allé orszagot a leirt feltételekkel.

Legyen v az orszag egy tetszbleges varosa, és tekintsiik a v-t6l kiillonb6z6 n — 1 varost. Ezen n — 1 varos koziil
barmely kettére igaz, hogy valamelyikiikbdl (esetleg v-n is atutazva) elérhets a masik. Modositsuk az n — 1 varosbol
allo halozatot (gondolatban) gy, hogy a létezs jaratok mellett odaképzeljik azokat is, amelyek csak v-n atutazva
valosithatoak meg. Az igy kibdvitett, n — 1 varosbol allé halozatra alkalmazhatjuk az indukcios feltevést, tehat van
egy olyan f(v) varos az n — 1 kozott, amelybdl minden v-t61 kiilonb6z6 varos elérhets. Ha v is elérhetd f(v)-bdl, akkor
készen vagyunk, hiszen



f(v) megtelel a kivanalmaknak.

Ha tehat v nem érhetd el f(v)-bdl, akkor a feltétel szerint f(v) elérhetd v-bél, és az altalanossag megszoritasa
nélkiil az is feltehets, hogy ez busszal lehetséges. Legyen B, illetve V' az f(v)-b&l busszal, illetve vastiton elérhetd,
f(v)-t6l kiilonboz6 vérosok halmaza. Tekintsiik a varosok V' := V U {v} halmazat. Mivel f(v) nincs V'-ben, azért V'
legfeljebb n — 1 varost tartalmaz. Az is igaz, hogy V' barmely két varosa koziil egyikb6l elérhets a masik (esetleg V'-n
kiviili varosok érintésével). A korabban latott médon alkalmazhatjuk az indukcios feltevést V'-re, igy van benne olyan
v’ varos, amelyb6l minden V'-beli varos elérhetd.

Ha v' = v ez a véros, akkor v megfelel a feladat kivinalmainak, hiszen v-b6l minden V-beli varos elérhets o’
valasztasa miatt, és azt is lattuk, hogy busszal v-b6l f(v) és az Osszes B-beli varos is elérhetd.

Ha pedig v’ # v, akkor v' € V, és ekkor v-b6l V minden varosa és v is elérhets. Ha v vonattal érhets el v'-bol,
akkor v elérhets lenne vonattal v'-n keresztiil f(v)-b6l is, amir6l kordbban feltettiik, hogy lehetetlen. Ezek szerint v
busszal érhetd el v’-b6l. Azonban ekkor v-n keresztiil f(v) és igy B minden vérosa is elérhetd v’-bél busszal, ami éppen
azt jelenti, hogy v’ rendelkezik a feladatban megkovetelt tulajdonsédggal. [

A fenti bizonyitasban az indukcios lépés ,ravasz’. Az indukciot azonban a fenti megoldas elsé két bekezdése utan
maéashogyan is befejezhetjiik.

II. megoldas. Ha az orszag valamelyik v varosa elérhets f(v)-b6l, akkor készen vagyunk, hisz ekkor f(v)-bol
minden véros elérhetd. Tegyiik fel tehat, hogy ez egyetlen v varosra sem igaz, igy a feladatbeli feltétel szerint barmelyik
v varosbol elérhets f(v).

Legyen v egy tetszéleges varos, és tekintsiik a varosok

v ), F(f@), £ (F(F @), ..

sorozatat. Mivel véges sok varos van, ezért a sorozatban el6bb-utébb felbukkan egy mar korabban felsorolt varos is.
Talalunk tehat egymastol kiillonb6zs vy, va, . .., v varosokat ugy, hogy i = 1,2,..., k-ra

f(v;) = viq1 teljesiil (ahol vgr1 = v1). A ve, ..., vk, Vg1 varosok tehat rendelkeznek azzal a tulajdonséggal, hogy
tetszoleges v;-bol v;—; kivételével minden masik v; varos elérhets. Ez azt is jelenti, hogy

k > 3, hiszen v1-bd6l ve elérhetd, de v, nem.

Tegyiik fel, hogy valamelyik v;_1-b&l v; vonattal, mig v;-b6l v; 41 busszal érhets el. Tudjuk, hogy v;11-b6l v;_1
elérhetd. Ha ez busszal lehetséges, akkor v;-b6l busszal v;1-ben atszéllva v;_1-be juthatunk, amirdl feltettiik, hogy nem
lehetséges. Ha v;1-b6l vonattal lehet v;—1-be eljutni, akkor innen vonattal tovabbutazhatunk v;-be, ami f(v;) = v;11
miatt szintén nem lehetséges. Azt kaptuk tehat, hogy a v;_1-bdl v;-be jutas eszkézének azonosnak kell lennie a v;-b6l
v;iy1-be jutas eszkdzével.

Ha tehat v1-b6l busszal juthatunk vs-be, akkor v9-bél vs is busszal érhet6 el, majd vs-bol vy-be is busszal juthatunk,
és 1gy tovabb egészen vy-ig. Vagyis v1-bdl vy elérhetd, ami ellentmond annak a feltevéslinknek, hogy egyetlen v varos
sem érhetd el f(v)-bdl. Kell lennie tehat olyan v varosnak, ami f(v)-bol elérhetd, am ekkor f(v) rendelkezik a feladatban
megkovetelt tulajdonsadggal. [

Megjegyzések. 1. Kett6nél tobb kozlekedési eszkdz esetén mar nincs feltétleniil olyan varos, ahonnan minden mas varos
elérhetd. Ez a helyzet, ha példaul A-bol B-be busz, B-bél C-be vonat és C-bsl A-ba mondjuk kishajo kozlekedik.

2. Ha nem tessziik fel, hogy barmely két varos kozott van valamelyik irdnyba kozlekedés, akkor nem mindig létezik olyan
varos, amelyikb6l minden méasik elérhetd. Igaz azonban, hogy talalhato varosoknak egy olyan V' halmaza, hogy semelyik V-beli
varosbdl sem érhetd el semelyik mésik V-beli varos, azonban barmelyik V-n kiviili varos elérhet6 valamelyik V-beli varosbol.
Nem latszik, hogy a fent kozolt megoldasok barmelyike kiterjesztheté-e az altalanosabb &llitas bizonyitasava.

3. A kozolt megoldasok egyike sem algoritmikus, azaz egy kivant tulajdonsagu varos megtalalasara nem ad annal jobb
modszert, mint hogy sorra ellendrizziik az egyes varosokat. Létezik olyan (n-t6l fiiggetlen) ¢ konstans, hogy tetszéleges varosrol
el tudjuk donteni cn lépésben, hogy rendelkezik-e a kivant tulajdonsidggal (ahol n az orszag véarosainak szamat jeloli), igy az
egymaés utani ellenérzéseket legfeljebb en? lépésben el tudjuk végezni. A 2. megjegyzésben jelzett V' halmaz megtaldlasa a
részhalmazok egyenkénti ellendrzésével mar sokkal tobb lépést igényelne. Létezik azonban olyan A algoritmus és C konstans,
hogy barmely n varosbol allo orszagban az A algoritmus legfeljebb C - n? lépés utan megtalal egy, a 2. megjegyzésben leirt V
varoshalmazt.

4. A feladat bizonyos rokonsagot mutat Gale és Shapley (sajnos nem eléggé) ismert ,stabil hazassagi” tételével. A részleteket
egy remélhetéleg hamarosan megjelend KoMalL cikk tartalmazza.



