I. rész

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kévetkezd egyenletet:

6z — 18
(z—2)%+V4—dz+a2+ g_w =0 (11 pont)
Megoldas. Ertelmezési tartomany: R\ {3}.
Az egyenlet ekvivalens atalakitasai:
(x—2)*+ (x—2)2+w:07
-z

(z—2)°+z—2/—6=0,
(| —2[+3)(Jz —2[—2) =0.

Az els6 tényez6 minden x esetén pozitiv, a masodik tényezs | — 2| = 2 esetén lesz 0. Az egyenlet két megoldéasa a 0
és 4. Ezek helyessége ellendrizhets.

2. Az Aggteleki Nemzeti Park eqyik legféltettebd, fokozottan védett névényritkasdga a tornai vértd. Eszmei értéke
250 000 Ft.

A névény tulajdonsdgait vizsgdld kutaté gy tapasztalta, hogy a tornai vértd novekedését kozelitéleg a h(x) =
2 4 logy(x 4+ 1) hozzdrendelési figgvény irja le. A névény magassiga h cm, az eltelt idd pedig x nap, x € [0;7].

a) Milyen magas a mérés utolsé napjdn a novény? (8 pont)

b) Melyik napon éri el a magassiga a 4 cm-t? (8 pont)

¢) Magyarorszigon még jelentds az dllomdny. Az Eurdpai Unidban lévd dllomdny kb. 30%-a taldlhato itt, mintegy
600 000 példdny. Evi 4%-os csokkenéssel szdmolva mennyi idé alatt csokken a magyarorszigi dllomdny a negyedére?
(6 pont)

Megoldas. a) h(7) = 2+ logy 8 = 2 + 3 = 5. A mérés utols6 napjan a névény 5 cm magas.

b) A 4 =2+ 1logy(z + 1) egyenlet megoldasa x = 3. A harmadik napon éri el a magassag a 4 cm-t.

¢) 4%-os csokkenés mellett n év milva az allomany példanyszama 600 000 - 0,96", ez az érték egyenls az allomany
negyedével, azaz

600 000 - 096" = 220 4000,
0,96" = 0,25,

1g0,96™ =1g 0,25,
amibdl a logaritmus azonossaganak alkalmazasaval:

18025
" 120,96

~ 33,96.

Megkozelitsleg 34 év alatt csokken az allomany a negyedére.

3. Egy derékszogi haromszogben az dtfogo hossza 5, a szégek szinusza pedig névekvd sorrendben egy szdmtani sorozat
hdrom egymdst kévetd eleme. Mekkora a hdromszog terilete? (14 pont)

Megoldas. A derékszogl haromszog szogei novekvs sorrendben: o, 90° —«, 90°. Mivel 0°-t61 90°-ig a sin x szigorian
monoton névekvs, igy sin o < sin (90° — «) < sin90°, azaz sina < cosa < 1.

. . . . 1+sina . .
Mivel ezek egy szamtani sorozat egymast kdvets elemei, igy —s = cos a. Négyzetre emelhetiink és a sin? o +

cos? a = 1 alkalmazasaval kapjuk: 5 sin® a+2 sin a—3 = 0, melynek megoldésai sin a-ra 0,6 és —1. A —1 nem lehetséges,
hiszen derékszogl haromszog szogei esetén 0 < sina < 1.

sinaz%, 06=< a=3.



A Pitagorasz-tétel alkalmazasaval: 3% + b* = 52, amib6l b = 4. A haromszog teriilete:

3-4
T=—=6.
5 6

4. Egy rombusz eqyik tompaszogének csucsabol hizott két magassig hossza 13, a talppontjukat dsszekotd szakasz
hossza pedig 10.

a) Mekkordk a rombusz szdgei? (10 pont)

b) Mekkora a rombusz kerilete? (4 pont)

Megoldas. a) 90° — a. Az APT haromszdg egyenlSszara a tengelyes szimmetria miatt. Igy az alapjahoz tartozo

5
magassag altal keletkezett derékszogd haromszogben: cos o = B~ 0,3846, melybdl a ~ 67,38° és 90° — a = 22,62°.

90° — «
C P a B
10 et
T
a 13 a
13
D a A

A PTC héaromszog is egyenlGszart haromszog, igy a C cstcsnal 16vs szog 180° — 2(90° — o) = 134,76°.
Mivel a rombusz két szomszédos szogének Osszege 180°, igy a rombusz hegyesszogei 45,24°-osak, tompaszogei
134,76°-0sak.

13
b) Az APB derékszogi haromszogben sin45,24° = — ) melyb6l a & 18,31. A rombusz keriilete: K = 4a = 73,24.
a

II. rész

5. a) Hany darab négyjegyd szdm képezhetd a pdros szdamgjegyek felhaszndldsdval, ha a szamjegyek nem ismétlddhet-
nek? (8 pont)

b) Mennyi az igy kapott négyjegytd szimok dsszege? (5 pont)

c) Ot céduldra rendre felirva a pdros szimjegyeket, majd egy urndba téve négyet kihizunk kozilik, és ezeket a kihiizds
sorrendjében eqymds mellé tesszik. Mennyi a valdszindsége, hogy ha a kapott szam négyjegyi, akkor hattal oszthatd?
(8 pont)

Megoldas. a) A paros szamjegyek (0, 2, 4, 6, 8) felhasznalasaval kell négyjegyl szamokat elGallitani. Az els6
helyen négy szamjegy (2, 4, 6, 8), a masodik helyen (ha mar egyet rogzitettiink az elss helyen) szintén négy szamjegy,
a harmadik helyen harom, a negyedik helyen két szamjegy johet szoba.

Tehat Osszesen 4 -4 -3 -2 = 96 db megfelels négyjegyl szdm képezhets.

b) Ezen négyjegyi szamokban

0 21 4] 6| 8
1. helyen (ezresek) 0|24 |24 |24 24
2. helyen (szézasok) | 24 | 18 | 18 | 18 | 18
3. helyen (tizesek) 24 |18 | 18 | 18 | 18
4. helyen (egyesek) |24 | 18 | 18 | 18 | 18

Tehat az Osszeg:
0-04+(2+4+6+8)-24-1000 = 480 000,
24-0+(2+4+6+8)-18-100 = 36 000,
24-0+(2+4+6+8)-18-10 = 3600,
24-04+(2+44+6+8)-18-1 =360,

azaz 519 960 az igy kapott négyjegyd szamok Osszege.
¢) Egy szam oszthato 6-tal, ha oszthato 2-vel és 3-mal is. Mivel az utolso jegy biztosan oszthato 2-vel, igy csak a
3-mal vald oszthatosagot kell figyelembe venni. A négyjegyi szamokban szerepld sziamjegyek a kovetkezsk lehetnek:

1.0,2,4,6, 110,248 1IIL0,26,8 IV.0,4,6,8 V.2 4,6,8.



négyjegyd szamok oszthatoéak 3-mal, hiszen csak ezekben az esetekben oszthaté a szamjegyek Osszege 3-mal.
Mivel az els6 helyen 3 db, a mésodik helyen 3 db, a harmadik helyen 2 db és a negyedik helyen 1 db szamjegy
allhat az I. és II. esetben, igy a kedvezs esetek szama 2 - (3-3-2-1) = 36, az Osszes esetek szama 96, igy a keresett

3
valészintiség p = — = 0,375.

96
6. Egy paralelogramma két szomszédos csicsinak koordindtdi A(8;9) és B(0;3), egyik oldalegyenesének egyenlete
x + 2y = 6. A paralelogramma terilete 80. Hatdrozzuk meg a hidnyzd csiucsok koordindtdit. (16 pont)

Megoldas. Az A és B koordinatait behelyettesitve az adott egyenes egyenletébe lathato, hogy az A pont nem,
de a B pont az adott egyenesen rajta van. A paralelogramma teriilete 7' = am. A paralelogramma magassagat az
A pontnak az adott egyenestdl valo tavolsaga adja. Az A ponton athaladd és az adott egyenesre mersleges egyenes
egyenletének meghatarozasa:

Az adott egyenes normalvektora: n.(1;2). A keresett egyenes normalvektora n(2; —1), az adott pont A(8;9). A ke-
resett egyenes egyenlete: 20 —y = 7.

r+2y==6

A két egyenes T' metszéspontjanak meghatarozasa: A 20—y = 7 és az 42y = 6 egyenletrendszer megoldasa: z = 4,
y =1, igy T(4;1). A paralelogramma magassaga: m = |/ﬁ| = V80 = 8,94. Ezt a teriiletképletbe behelyettesitve:

80
a=—— =+/30~ 8,94.
V80

A C(eq;¢2) csics meghatarozasa: a = |B?| = /4 (c2 —3)® = V80. Mivel C az adott egyenesnek is pontja, igy
c1 4 2¢o = 6. Egyenletrendszerként megoldva két C' pontot kapunk: C1(—8;7), C2(8; —1).
Mivel a paralelogramma 4tloi felezik egymast, igy az AC felezGpontja a két esetben: F;(0;8), F2(8;4), ami a BD

di do+3
felezGje is. Ha D(dy;dz) koordinataju, akkor F' (71, 2;— ), mely alapjan D1 (0;13), D2(16;5).

7. Adott az R\ {—1;6} valds szdmokra értelmezett

222 — 92 — 11
flw) = 22 —5x—6
fiigguény.
a) Abrdzoljuk az [ fiigguényt grafikonjat. (8 pont)
b) Hatdrozzuk meg f legkisebb és legnagyobb értékét a [0;5] intervallumon. (2 pont)
c) Adjuk meg az f figguény grafikonjinak 5 abszcisszdji pontjéhoz hizhato érintdjének egyenletét. (6 pont)
222 — 9 — 11
Megoldas. a) A R szorzatalakja:
22 —5x—6
2(x —5,5)(x +1)
(x —6)(xz+1) "’
Y 3 2¢ — 11
egyszertsités utan f(x) = 5 mely az
T
1
= 2
flo)= e+

hiperbolat adja.



b) Mivel a fliggvény a [0;5] intervallumon szigortian monoton cstkkend, ezért a legkisebb értéket az x = 5 helyen
11
veszi fel: f(5) = 1, a legnagyobb értéket az x = 0 helyen veszi fel: f(0) = R

c) Az érinté egyenlete: y — yo = m(x — zq), ahol o =5, yg =1 és m = f’(x9).

ro=(+2) =

igy m = f/(5) = —1. Az érint6 egyenlete: y — 1 = —(z — 5), azaz y = —x + 6.

8. Vagjunk ki papirbol egy 4 dm oldali négyzetet és egy 4 dm oldali szabdlyos hdromszdget, majd vdgjuk dtloi mentén
a négyzetet négy eqybevago derékszogu hdromszégre. Hdarom egyenld szari derékszogi hdromszaogbdl és az egyenld oldalu
hdromszaogbdl gila hdlozata dllithato dssze, mely eqy épitmény 1 : 20 ardnyu kicsinyitett mdsa az éleket tekintve.

a) Mekkora az épitmény felszine, ha az alaplapot is hozzdszamitjuk? (9 pont)
b) A tomor épitményt betonbdl szeretnénk elkésziteni. Mekkora mennyiséget fogunk felhaszndlni az egyes anyagokbol,
ha 10 m® betonhoz 2500 kg cementre, 12 m® soderre és 2400 1 vizre van szikség? (5 pont)

¢) Mekkora a bedolgozott beton anyagkéltsége, ha a megrendeléstol a szdllitasig (a kifizetéséig) az anyagdrak 15%-kal
emelkedtek, és a tervezéskor 1 mdzsa cement dra 3100 Ft, 1 m® sdder dra 4200 Ft volt? (A vizet sajdt kutbol vettik,
igy az nem novelte a koltségeket.) (8 pont)

Megoldas. a) Az épitmény oldalai a hasonlésag alapjan 20-szorosara névekedtek, vagyis a 4 dm a valosdgban 8 m
lesz.

A Pitagorasz-tétel alapjan a derékszogi haromszogek befogoi a = . Az épitmény felszine:

V2
aQ.\/g a2

- +3.7:8\/§+3'16x61,86.

A:

Az épitmény feliilete kb. 61,86 m?.

b) Az épitmény térfogatanak kiszamitasdhoz tekintsiik alaplapnak az egyik derékszogi haromszoget. Ekkor a tér-

fogat:
T.q 16- 73
V = = ~ 30,17.
3 3 ’

Mivel a 10 m?® betonhoz tudjuk a hozzévalokat, azért mindegyik anyagmennyiség 3,017-szeresét kell venni. Vagyis
cementbdl 7542,5 kg, soderbdl 36,204 m?, vizbol 7240,8 1 a sziikséges anyagmennyiség.

¢) Tervezéskor a cement 75,425 -3100 = 233 817,5 Ft-ba, a soder 36,204 -4200 = 152 056,8 Ft-ba keriilt. Ez 6sszesen
385 874,3 Ft.

A bedolgozott beton anyagkoltsége: 385 874,3 - 1,15 ~ 443 755 Ft.

9. Az f(z) = 22422+ p>+3p® +2p hozzdrendelési masodfoki fiigguénynek két kiilonbozo zérushelye van. Hatdrozzuk
meg a p paraméter értékét ugy, hogy a zérushelyek szorzata az f fiigguény O helyen felvett értékének négyzetével legyen
egyenld. (16 pont)

Megoldas. Az f(x) két kiilonboz6 zérushelye miatt az 2% 4 2 + p* + 3p® + 2p = 0 masodfoki egyenlet diszkrimi-
nansanak pozitivnak kell lennie, azaz

D=4—-4(p>+3p>+2p) >0, vagyis p>+3p*+2p<1.



A zérushelyek szorzata a gyokok és egytitthatok kozotti Gsszefiiggeés alapjan:
z12 = p° + 3p + 2p.

A fiiggvény 0 helyen felvett értéke: £(0) = p* + 3p? + 2p.

A feladat szovege szerint: p® + 3p® + 2p = (p3 +3p% + 2p)2, mely y = p® + 3p? + 2p helyettesitéssel y = y? hidnyos
maésodfoki egyenlet alakban irhat6. Ennek megoldasai: y1 = 0, y2 = 1.

1. eset: p> + 3p* + 2p = 0. Kiemeléssel a p(p2 + 3p + 2) = 0 alakot kapjuk, ennek megoldésai: p; = 0, po = —1,
p3 = —2.

2. eset: p° + 3p® + 2p = 1. A diszkriminéans vizsgalatakor kapott feltétel miatt ez nem lehetséges.

Vagyis a paraméter lehetséges értékei: p; = 0, po = —1, ps = —2. Ellendrzéssel helyességiik igazolhato.



