Bevezetés

Egy érdekes matematikai jaték megalkotasahoz meglepGen kevés segédeszkoz is elégséges: néhany korong a sakk-
tablan, szinezett pontok a sikon, egy gondolt szam, véletlenszertien kisorsolt szines sapkak ... és némi Gtlet; egy jol
megvalasztott szabalyrendszer, egy-két frappéans kérdés és feladat. Jelen cikkben egy sajat otletbdl sziiletett, 1ényegében
egyszemélyes jaték, avagy feladvany néhany valtozatat szeretném bemutatni.

Feladvanyainkban szadmozott dobozok kozott ingazo golydk ,tancat” kovetjiik nyomon, melyek el6re meghatarozott
szabalyrendszernek engedelmeskedve vandorolnak dobozrél dobozra. Vizsgalédasunk targya elsGsorban a vandorlasok
végessége, illetve, véges vandorlas esetén a vandorlas hosszédnak lehetséges maximuma. Feladvanyaink k6zos jellemz&je,
hogy az aktudlis szabalyrendszer keretein beliil mi hatarozhatjuk meg a dobozokba helyezendd golyok kezdeti elren-
dezését, ezt kovetSen pedig felkériink valakit a kdzonség soraibodl, hogy az igy elkészitett ,,jatéktérben” hajtsa végre az
adott jatékban el6irt lépéseket. Célunk, hogy az ,6nként” jelentkez6t minél tovabb jatékban tartsuk. Az alabbiakban
bemutatasra keriil6 valtozatokban ennek korlatait igyeksziink minél pontosabban megadni. Eredményeinket altaldban
feladat forméajaban fogalmazzuk meg, ezzel is biztatva az olvasot, hogy a bizonyitasok elolvasasa el6tt onalléan is
préobalkozzon az allitdsok igazolasaval.

Megjegyzés. Habar az aldbb kozlésre keriils kérdésfelvetések sajatossaguk kovetkeztében nehezen helyezhetGek el
egy matematikai ag részteriileteként, a bizonyitasok soran felhasznalt technikik és megoldédsi modszerek gyakorta al-
kalmazott eszkozei az agynevezett , Keresési probléma” fegyvertaranak, melynek szdmtalan érdekes elméleti eredménye
mellett gyakorlati felhasznalhatosaga is figyelemre mélto.

Az ,egyszerid dobozos jaték”

Az el6ttiink allo asztalon k db (k > 2), 1-t6l k-ig sorszamozott, kezdetben {ires doboz taldlhato. A jaték elske-
sziileteként a dobozok koziil néhanyban (akar valamennyi dobozban) dsszesen k db egyforma golyot helyezhetiink el,
tetsz6leges modon. Ezt kovetSen jatékosunk véletlenszertien valaszt egy dobozt, és a kovetkezSket hajtja végre:

e Amennyiben a vélasztott doboz nem tartalmaz golyot, vagy a dobozban talalhatd golyok szama megegyezik a
doboz sorszamaval, elégedetten hatradsl, és befejezi a jatékot.

o Az el6z6t6l eltérd esetben az s sorszamu, g golyot tartalmazd doboz valamennyi golyojat athelyezi a g sorszamu
dobozba (ezt nevezziik lépésnek a jatékban), és az imeénti vizsgalodast elvégzi a g sorszamu dobozon is.

A fent leirtak alapjan aldozatunk kizardlag akkor fejezheti be a pakolast, ha az eljaras valamelyik lépésében a
kezében 1évG golyokat iires dobozba helyezi. Nyilvanvaloan nem remélhetjiik, hogy feladatunkkal sikeriil a végtelenségig
az asztalhoz lancolnunk 6t, hiszen a jatékban az egyméast kovets 1épések soran egyre tobb golyo gytlik ssze a kezében
(illetve az aktualis dobozban, amelybe a golyokat helyezte), ezért a golyok kezdeti szama korlatot szab a lépésszamra.
Az alabbiakban szeretnénk meghatérozni az eljaras lépésszamanak lehetséges maximumaét.

1. feladat. Igazoljuk, hogy jdtékosunkat legfeljebb k lépés megtételére kényszerithetjik k doboz (és golyd) esetén,
és becslésiink éles, ez a lépésszdm elérhetd.

Allitasunk koénnyedén igazolhato, hiszen el6bbi, véges lépésszamot igazolé érvelésiinket kell csupan tiizetesebben
megvizsgalnunk. Utolsé 1épésiinktsl eltekintve minden egyes 1épés soran a mozgatott golydk szama legalabb eggyel
nd; mivel ennek kezdeti értéke legalabb 1, igy értelemszertien legfeljebb k — 1 novelés, ezédltal — utolséd lépésiinket is
beleszamolva — legfeljebb k 1épés torténhetett. Ezzel allitasunk elss felét igazoltuk.

A kivant lépésszam megvalositasahoz sziikséges, hogy kezdetben valasztott dobozunk pontosan 1 golyot tartal-
mazzon, és ezt kévets lépéseink sordn a mozgatott golyok szama egyesével novekedjen, 6sszesen k — 1 alkalommal.
Valamennyi dobozba pontosan 1 goly6t helyezve a fenti feltételek teljesiilnek, amennyiben a jatékos az els6 1épésben
a k sorszamu dobozt valasztja. Tehat, a fent megcélzott 1épésszam elérhetd, sét, fenti megfontolasunk azt is igazolja,
hogy a maximalis lépésszam elérésére ettdl eltérs konstrukeié nincsen.

Kiszemelt aldozatunkat tehat legfeljebb a dobozok szaméaval megegyez6 szadmu lépés megtételére kényszerithet-
jiikk. Megjegyzendd, hogy jelen feladatban helyteleniil nevezziik fent leirt tevékenységiinket ,kényszeritésnek”, hiszen
a ténylegesen megtett 1épések szama nagyban fligg a kezd6 doboz valasztasatol; elemzésiinkben tehat minddssze azt
vizsgaljuk, hogy egy megfelelGen vilasztott konstrukciobdl ,mi hozhat6 ki”, ha a szerencse mellénk szegédik. Jelen
jatékunkban nem is varhatunk el olyan konstrukciot, amely tetszSleges kezdsSlépés esetén legalabb j lépéses eljarast
garantal (j > 1); tetsz6leges elrendezés tartalmaz ugyanis tres, vagy sorszaméval egyez6 szamu golyot tartalmazod
dobozt, ezt valasztva tehat az eljards egyetlen lépés megtétele nélkiil zarul le. Amennyiben kifejezett igényiink a ja-
tékostars tartés lefoglalasa, ugy — feltételezve, hogy a dobozok, illetve golydk kezdeti szdma mér meghatarozott — a
lépésszam novelésére az egyik legkézenfekvébb lehetGség, ha a jatékost a jaték iteralasara szolitjuk fel. Tehat az els6
doboz valasztasat kovetd, legfeljebb k lépéses golyopakolas utan djabb doboz valasztésara kotelezziik aldozatunkat,
mellyel az ismert szabalyok szerint koteles ismételni az eljarast. Az ismétlések szamat tetszés szerint novelhetjik,



remélve, hogy a tObbszoros iteralas hatasara a lépésszam lehetséges maximumat is a dobozszam sokszoroséara tudjuk
novelni. Jatékunk végallapotanak értelemszerten a golydk egy olyan elrendezését tekintjiik, melyben minden doboz
iires, vagy sorszamaval megegyezs szamu golyot tartalmaz (végallapot elérésekor az eljaras befejezédik, fliggetlenil a
megkovetelt ismeétlések szamatol).

A szemlélet azt sejteti, hogy az eljaréds ismétlésekor az egyes , korok” lépésszama egyre kevesebb lesz, mivel a jatéktér
egyre rendezettebbé valik; egyel6re azonban még annak kérdése sem tisztazodott, igaz-e, hogy a jatékost garantaltan
legfeljebb véges szamu iterdlasra késztethetjiik, azaz a jaték véges sok 1épésben ledll-e. Végeztessiik ezért jatékunkban
az ismertetett eljarast a lehet&ségek kimeritéséig (elfogadva az esetleges, nem véges lépésszamu pakolas lehetSségét is).

Az ,ismétléses dobozos jaték”

Nevezziik a tovabbiakban azokat a dobozokat, amelyek sorszamuknak megfelel6 szamu golyo6t tartalmaznak, ,ren-
desnek”.

Az el6ttiink allo asztalon k db (k > 2), 1-t6l k-ig sorszamozott, kezdetben {ires doboz talalhaté. A dobozok koziil
néhanyban (akir valamennyi dobozban) 6sszesen k db, teljesen azonos golyot helyezhetiink el a korabban ismertetett
modon. Ezt kévetGen jatékosunk a kovetkezbket hajtja végre:

e Amennyiben a golyok aktualis elrendezése végallapot, befejezi a jatékot.

e Amennyiben az elrendezés nem végallapot, véletlenszertien valaszt egyet a nem iires, és nem rendes dobozok koziil
(ezek elhelyezkedését minden egyes valasztas el6tt kozoljik a jatékossal), a kivalasztott, s sorszadmu dobozban
talalhato g golyot (s # g) athelyezi a g sorszamu dobozba, majd a g dobozzal az ,egyszerd dobozos jatékban”
ismertetett miveleteket végzi. A megallast kbvetGen jelen eljarasunk lépéseit ismétli (a végtelenségig, vagy a
végallapot eléréséig).

1. megjegyzés. Ebben a szabdlyrendszerben sziikséges kikotniink, hogy a jatékos mem vdlaszthat tires, vagy rendes
dobozt. Ennek elhagydsaval ugyanis tetszdleges — nem végallapotot tartalmazé — konstrukcio esetén eljardsunk a végte-
lenségig ismételhetd: mivel tetszdleges elrendezés tartalmaz legaldbb egy tres, vagy rendes dobozt, az eljards valamennyi
lépésében ezen dobozok kiozil vdlasztva a végdllapot nem érhetd el. Célszerd ugyan ebben a jatékban, hogy a lépésszam
vizsgdlatdndl a doboz kivdlasztdsdt nem tekintjik kilon lépésnek (a tovdbbiakban igy jdrunk el), bajainkat azonban ez
sem orvosolja, hiszen megtorténhet, hogy a jatékos egyetlen lépést sem tesz meg, holott a kezdeti dllapot nem végdallapot.

2. feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges kezddhelyzetbdl inditva az ismétléses dobozos jatékot”, annak lépésszdma
véges. Adjunk minél jobb becslést a lépésszdmra.

Az alabbiakban igazoljuk, hogy — az el6bb vizsgalt megkdtések utan — a jaték tetszéleges kezdGallas és dobozvalasz-
tas esetén csak véges sokszor ismételhets, és a lépések szama k doboz esetén legfeljebb 2(k — 1) lehet. Ehhez els6ként
az els6 feladatnak egy, a mar ismertetettdl eltéré megoldasat kozoljiik.

Masodik megoldas az 1. feladatra: Az eredeti feladatot az iires dobozok szaménak valtozasat figyelemmel
kisérve oldjuk meg. Vegyiik észre, hogy eljarasunk minden lépésében vagy iires dobozba érkeziink (ekkor értelemszertien
megéallunk), vagy az tires dobozok szama eggyel né (egy doboz tartalmét méasik, nem tires dobozba helyeztiik). Mivel
kezdetben legalabb 0 iires dobozunk volt, mig a végallapotban legfeljebb k—1 lehetett, az lires dobozok szama legfeljebb
k — 1 alkalommal néhetett, igy az el6z6h6z hasonlatos moédon az eljaras legfeljebb k lépésben véget ér.

Az ,ismétléses jaték” vizsgalata: Megoldasunkban az iires dobozok szaméanak, illetve az iires és rendes dobozok
egyiittes szamanak valtozasat kovetjiik nyomon a jaték soran.

Kezdetben az iires dobozok szama az el6z6ekhez hasonléan legalabb 0, a végallapotban pedig legfeljebb k — 1. Az
iires és rendes dobozok egylittes szama azonban kezdetben legalabb 1 (ha ugyanis nincs iires doboz, akkor az Osszes
dobozban — igy az 1-es sorszamuban is — pontosan 1 golyo talalhato), mig a végallapotban ez az érték legfeljebb k lehet.
Azt allitjuk, hogy a jaték tetszéleges lépése soran e két mennyiség egyike sem csokken, s6t, minden egyes lépésben
legalabb az egyik mennyiség né. A megoldasban két esetet kiilonboztetiink meg;:

(i) Ha egy lépésben a d; dobozbol a nem iires d; dobozba helyeziink at golyokat, akkor az iires dobozok szama
értelemszerden 1-gyel novekszik. Ezzel parhuzamosan az iires és a rendes dobozok szamat tekintve, az Osszeg
egyik tagja 1-gyel ndtt, mig a masik tagja legfeljebb 1-gyel csokkenhetett (d; nem lehetett rendes, egyedill d;-t
,ronthattuk el”), tehat az Osszeg nem csokkent.

(79) Ha az adott lépésben a d; dobozbdl az iires d; dobozba helyeztiik a golyokat (azaz egy ,kor” végére értiink), agy
az lres dobozok szadma valtozatlan maradt, mig a d; doboz rendessé valt, tehat mésik vizsgalt mennyiségiink
1-gyel nétt.



A fentiek értelmében nyilvanvald, hogy a jatékot a lehet&ségek kimeriiléséig ismételve aldozatunk legfeljebb 2(k—1)
lépés megtételét kovetSen biztos lehet a szabadulésban; a lépésszam tetszéleges novelésére tett kisérleteink tehat nem
jartak sikerrel.

2. megjegyzés. A becslés dltaldnos k-ra nem javithato, van ugyanis olyan k, amelyre — megfeleld dobozokat vdlaszt-
va — a jatékosnak a jaték befejezéséhez pontosan 2k — 2 lépést kell megtennie. (Ennek részletes vizsgdlatdt az olvasdra
bizzuk.)

Ismertetett jatékunk eddigi valtozataiban a lépésszam lehetséges maximuméanak meghatarozasahoz elégséges volt
egy-egy megfelelGen megvalasztott mennyiség valtozasat nyomon kovetni, és ennek segitségével kiillondsebb nehézségek
nélkil sikeriilt éles felsé korlatot adni a lépésszam maximumaéara. Tovabbi szemlélGdéseink soran az els6ként ismertetett
segyszert dobozos jaték” egy lehetséges nehezitett valtozatat vizsgéaljuk. Az egy lépéses és iteralt valtozatokat vizs-
galva mér igazoltuk, hogy a jaték soran megtett lépések szamanak lehetséges maximuma a dobozok szaméval azonos
nagysagrendi. A kovetkezGkben bemutatasra keriils jaték az el6z6ekkel azonos szintéren zajlik, &m ellenfeliink ezuttal
nem mindennapi képességekkel rendelkezik.

Jaték a varazslo ellen

Az el6ttiink 4llo asztalon k db (k > 2), 1-t8l k-ig sorszamozott, kezdetben iires doboz talalhato, a méar megszokott
rendben. A jaték megkezdése el6tt a dobozokba ismét k golyot helyeziink el. Ellenfeliink azonban egy varazslo, aki
(tobbek kozott) az alabbi magikus képességgel bir: palcajanak egyetlen suhintisara az Osszes nem iires és nem ren-
des dobozban 1év6 goly6 egyszerre kiemelkedik a dobozabdl, és az eredetileg s sorszamu, g goly6dt tartalmazé doboz
Osszes golyoja a g sorszamu dobozba lebeg at (mintha az Gsszes dobozba lathatatlan szellemkezek nyultak volna, és
végeznék parhuzamosan a jaték el6z6 valtozataban elGirtakat). A golyok méagikus vandorlasanak végeztével a varazslo
megtekinti a dobozokat. Amennyiben suhintasat kdvetGen a dobozok mindegyike iiressé vagy rendessé valt, elége-
detten Osszekulcsolja kezeit, és befejezi a jatékot. Ellenkezs esetben pélcajaval ismételten suhint, elvégezve az el6bb
ismertetett varazslatot. Mindezt addig ismétli, amig az asztalon 1évé dobozok mindegyike iiressé vagy rendessé nem
valik.

3. feladat. Igazoljuk, hogy a vardzslo tetszidleges elrendezés esetén véges sok suhintdssal eléri a kivant végallapotot,
és becstiljiik meg a sziikséges suhintdsok szdmdt.

Korabbi eredményeinket felhasznalva nyilvanvald, hogy a kivant allapot tetszéleges kezdShelyzetbdl véges sok suhin-
téas elvégzésével elérhets; ehhez mindossze annyit kell tenniink, hogy a jaték folyaméan ismét az lires dobozok szaméanak
valtozaséat kovetjiik nyomon. Az ires dobozok szama jelen esetben is kezdetben legalabb 0. Lépéseink soran a vizsgalt
mennyiség értelemszertien nem csokken (egyetlen doboz tartalmat sem osztjuk egynél tobb részre), &m ennél tobb is
igaz: amennyiben az {ires dobozok szama nem noévekedett egy adott lépés sorén, gy a lépés el6tt rendes dobozok
egyikébe sem helyezhettiink golyot (és egy dobozba legfeljebb egy masik dobozboél érkezhetett goly6). Igy a lépés utan
minden doboz iiressé, vagy rendessé valt, tehat a jaték véget ért. Mivel az lires dobozok szdmanak lehetséges maxi-
muma k — 1, a vizsgalt mennyiségiink legfeljebb k — 1 alkalommal névekedhetett, tehat a jaték legfeljebb k lépésben
véget ért.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy korabbi becslésiinket erésebb, és — reményeink szerint — altaldnosan tovabb
nem élesithetd fels korlatra cserélhetjiik.

1. lemma. Az elsdé suhintdstol kezdve tetszdleges (aktudlisan) nem tres dobozban taldlhaté golydk szdma a doboz
sorszdamanak tébbszdrdse; tetszdleges nem tres €s nem rendes dobozban taldlhato golyok szama a doboz sorszdmdnak
valddi tobbszordse.

Bizonyitas. Tetsz6leges dobozt vizsgalva, a suhintas el6tt benne talalhaté golyok a suhintés soran tavoztak, vagy
szamuk éppen a doboz sorszadméval egyezS. Ha a suhintas sordn méas dobozbdl érkezett golyo, akkor minden egyes
dobozbdl a sorszdmmal megegyezd szamu érkezett; ennek értelmében a sorszam valéban osztja a suhintast kovetSen a
dobozban talalhato golyok szamat. Amennyiben a doboz nem rendes, Ggy a sorszam és a suhintds utan tartalmazott
golyok szama nem egyezhet meg, tehat a sorszam valodi oszto.

2. lemma. Tetszdleges m pozitiv egész esetén a vardzsld m-edik suhintdsa sordn (feltéve, hogy az bekdvetkezett)
barmely nem ires és nem rendes doboz esetén a dobozbol kilépd golyok szdima legalabb 2™ 1.

Bizonyitas. Az allitds m = 1 esetén trivialis. A bizonyitast teljes indukcioval végezziik: ha valamely m-re a lemma
allitasat belattuk, tekintsiink egy tetszéleges, az m-edik 1épést kovetSen nem iires és nem rendes, s sorszamu d dobozt.
Az m-edik lépés sorén a d dobozba legalabb egy masik dobozbol érkezett golyo (ellenkezs esetben {iressé vagy rendessé
valt volna), mindegyikbdl pontosan s; az elsé lemma értelmében ekkor az m-edik lépés utan a d doboz legalabb 2s
golyot tartalmaz. Indukcios feltevésiink értelmében s > 2™~ 1 fgy az (m + 1)-edik lépésben a d dobozbol valoban
legalabb 2™ goly6 lép ki.

Elért eredményeink birtokaban tegyiik fel, hogy a golyok egy adott elrendezése esetén a varazslo n 1épés megtételével
fejezte be a jatékot. Ekkor az n-edik lépés elGtt értelemszertien talalhaté nem iires és nem rendes doboz; ebbdl a



dobozbél masodik lemméank értelmében az n-edik 1épés soran legalabb 2"~' goly6 tavozott. Mivel dobozainkban
osszesen k golyo talalhato, vizsgalt dobozunk is legfeljebb ennyit tartalmazhatott, azaz 2" ! < k. Igy n < [log, k] + 1.

Ezutan belatjuk, hogy ismertetett becslésiink altalanossdgban tovdbb mar nem javithato, azaz, megfelel k£ valasz-
tasa mellett talalhato olyan elrendezése a golyoknak, mellyel a varazslot [log, k] 4 1 1épés megtételére kényszerithet;jiik.

4. feladat. Legyen k=2™, ahol m pozitiv egész. Igazoljuk, hogy ekkor létezik olyan elhelyezése a 2™ golyonak,
melynél m + 1 lépés sziikséges a végdllapot eléréséhez.

Az aldbbiakban bemutatunk egy lehetséges elrendezést: helyezziink i = 0,1,...,m — 1 esetén 2° golyot a 2*-edik
dobozba; 1 golyot a 2™ sorszamu dobozba, az eddig nem emlitett dobozokat pedig hagyjuk tiresen (nem is tehetiink
mast, hiszen a rendelkezésiinkre allo golyokat méar mind felhasznaltuk). Az ismertetett eljarast ebbdl az allapotbol
inditva a végallapot eléréséhez valoban m + 1 lépés megtétele sziikséges, ennek ellendrzését az olvaséra bizzuk.

Lépésszam becslése tetszdleges dobozszam esetén

Az ismertetett eredmények fényében meggyzédhettiink ugyan arrol, hogy megfelels k valasztésa esetén a varazslo
valoban [log, k] + 1 1épés elvégzésére kényszeriil, altalanos esetben azonban egyel6re nem &ll rendelkezésiinkre élességet
igazold konstrukcio, ezaltal tetszSleges k esetén a lépésszam elérheté maximuma, s6t még nagysagrendje sem ismert
el6ttiink. Az élesség vizsgalatat elGkészitendd, elsSként igazoljuk, hogy tetszbleges k esetén a maximélis lépésszam
nagysagrendje korabban ismertetett korlatunkéval egyezs, s6t, ennél t6bb is elmondhat6: a pontos érték a megadott
korlatnal legfeljebb 1-gyel lehet kisebb.

5. feladat. Megfeleld konstrukcio készitésével igazoljuk, hogy tetszdleges k esetén készithetd olyan elrendezése a
golydknak, mellyel a jdatékos [log, k] Iépés megtételére kényszerithetd.

A feladat megoldasa sorén a korabbiakra hivatkozva feltehetjiik, hogy k£ nem 2-hatviny. Konstrukciéonkban legyen
ekkor k = 2™ + r, ahol 0 < r < 2™. Helyezziink i = 0,1,...,m — 2 esetén a 2' sorszama dobozokba sorszamukkal
megegyezG szami golyot, a (2™ 1) sorszamu dobozba egyetlen goly6t, mig a megmaradt golyokat (Gsszesen 2™~ ! 47
db-ot) helyezziik a 2m=1 4 sorszami dobozba, a tobbi dobozt hagyjuk firesen. Lathato, hogy a 2™~ +  sorszamu
dobozt mar kezdetben rendesnek készitettiik, és e tulajdonsagat a jaték soran csak ugy veszithetné el, ha a dobozba
mas dobozokbol legalabb 2™~ + 7 goly6 érkezne; ennyi golyd azonban nem talalhat6é a dobozon kiviil, igy az érte-
lemszerten rendes marad a jaték végéig. Készitett konstrukcionk tehat azonos modon viselkedik 2™ 1 golyéra adott
elrendezésiinkkel; végallapotaban a 21 és 271 4 7 sorszamit dobozok rendesek, minden mas doboz pedig iires. Az
allapot eléréséhez értelemszertien m lépés sziikséges, ezzel allitdsunkat igazoltuk.

Fenti eredményeinket Osszesitve tehat, az aldbbiak mondhatoak el a varazslo tevékenységérsl:

Eredmeény: Tetszsleges k esetén a varazslo a jatékot legfeljebb [log, k], vagy [logs k] + 1 1épésben fejezi be.

A nagysagrend megfelels becslése, majd a lehet&ségek szamanak drasztikus csokkentése utan természetes célkitizés
a lépésszam maximumanak pontos meghatirozasa altalanos k érték esetén. A teljes attekintéshez azonban néhény
tovabbi akadaly és nem vart nehézség lekiizdése sziikségeltetik, melyre jelen cikk keretei kozott nem vallalkozhatunk.
Tovabbra is szeretném azonban béatoritani az olvasét a kittizésre keriilt probléma elemzésére. Az ,altalanos lépésszam-
jellemzés” problémakorérél varhatdéan az Gjsag januari szaméban olvashat tovabbi eredményeket az érdekl&dé.



