I. rész

1. Aladdr szerint a hdromjegytd, Barnabds szerint pedig az 6tjeqyi szamok kézil vilasztva lesz nagyobb a valdszini-
sége annak, hogy a kapott szaimban van 6-0s szdmgjegy. Melyikiknek van igaza? (11 pont)

Megoldas. Konnyebb kiszamolni azt, hogy hany olyan szam van, amelyben nincs 6-os szamjegy, aztan majd ezek
szaméat kivonjuk az Osszes eset szamabol.

Az 6tjegytiek kozott az els6 helyen nem lehet a 0 és a 6, a tobbi helyen pedig csak a 6 nem lehet. Tehat az esetek
szama: 8-9-9-9-9 = 52 488. Olyan Otjegyl szam, amelyben van 6-os 6sszesen 90 000 — 52 488 = 37 512 db van.

37 512

Annak a valészindsége, hogy 6-ost tartalmazo Stjegyd szamot valasztunk: ———— ~ 0,417.

A héaromjegytiek kozott olyan szam, amelyben nincs 6-0s, 8 -9 -9 = 648 db van, igy 900 — 648 = 252 darabban van
6-os. Annak valoszintsége tehat, hogy 6-ost tartalmazo haromjegyt szamot valasztunk: 900 = 0,28. Lathato, hogy az

Otjegytiek kozott nagyobb a valdszintsége a 6-ost tartalmazé szam kivalasztasanak.
2. Adott egy 5 cm €s egy 3 cm sugari kér. A kérok kézéppontja 10 cm-re van eqymdstol. Milyen tdvol van a kisebbik
kor kézéppontjdtol a két kér kozos belsd érintdinek metszéspontja? (12 pont)

Megoldas. Ismeretes, hogy a bels6 érinték a kézéppontokat 6sszekotd szakaszon metszik egymast.
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A belsé érinté megszerkesztésével két hasonld haromszog keletkezik, az O1 E1 M és az O Eo M.
10 —
A megfelel oldalak arénybol a kévetkezs egyenlethez jutunk: — - % (x jeloli a kisebbik kér kizéppontjanak

és a bels§ érint6k metszéspontjanak a tavolsagat). A megoldas: x = 3,75 cm.
A kisebbik kor kézéppontjatol 3,75 cm-re van a belsd érint6k metszéspontja.
3. Milyen maradékot ad 16" + 8101 4 4101 1 210V L 1 "y elosztjuk 2'°° + 1-gyel? (14 pont)

Megoldas. Felhasznaljuk a kivetkezoket: a + b | a®* — b?* és a + b | a®**1 + b2
Ezek alapjan:

2100 1 112190 1 amibél kivetkezik, hogy 2% + 1| 169! — 16.

2100 1112390 11 amibél kbvetkezik, hogy 2'%° + 1 | 8% + 8.

2100 4 112200 _ 1 amib6l kivetkezik, hogy 2°° 4+ 1 | 4101 — 4,

2190 111299 11 amibél kovetkezik, hogy 219 + 1 | 2101 + 2.
Ezek felhasznalasaval a feladatban szerepld Osszeget alakitsuk a kovetkezé modon:

16101 + 8101 + 4101 4 2101 4 1= (16101 _ 16) + (8101 4 8) + (4101 _ 4) + (2101 4 2) + 11.

A zarojelben lévs kiilonbségek, illetve sszegek oszthatok (2'°C + 1)-gyel, ezért a maradék 11.
4. a) Melyek azok az f(x) linedris figguények, amelyekre teljesil az aldbbi egyenldség: 2f (x)+3f(1 —x) = 4w —17
b) Milyen eldjelii lehet ¢, ha az ax® — bx + ¢ kifejezés minden = értékre pozitiv? (14 pont)
Megoldas. a) Helyettesitsiink z helyére (1 — x)-et: 2f(1 — z) + 3f(x) = 3 — 4a.
Igy a kovetkez6 egyenletrendszert kaptuk:

2f(x) +3f(1—=x) —413—1,}
2f(1—x)+3f(z) =3 — 4.

11
Az egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy f(z) = —4z + = Erre a fiiggvényre teljesiilnek a feladat feltételei, igy

ez a megoldas.
b) A fiiggvény értéke a 0 helyen ¢, igy ¢ > 0 sziikséges. Ennél a feladat nem kérdez tbbet, igy a valasz: ¢ pozitiv.
Ez nyilvan csak sziikséges feltétel.

II. rész



5. Adjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenlet dsszes megolddsdt a [0; 27| intervallumon

3tg(z+g)+tg(az—%) =0. (16 pont)

2
Megoldas. Az egyenlet értelmezési tartomanya: x # % + kmés x # ill + km, ahol k egész szam.

Vegyiik észre, hogy :1:+§ = (3: — %) +g. Legyeny = x— %, igy a kovetkezs egyenlet irhato: 3 tg (y + g) +tgy = 0.

1 3 2
Mivel tg (y + g) = —ctgy = v azért egyenletiink “iew + tgy = 0 alaka lesz, amely ekvivalens a tgy —3 =0
gy gy

egyenlettel.
37 5w, 11w

Ennek megoldasaibol z-re a z, S & értékeket kapjuk a megadott intervallumon.

é

27276
6. Legfeljebb milyen nagy térfogati egyenes henger irhato egy egyenes kérkiupba, melynek alapkire 5 egység sugari,
magassdga pedig 7 egység? (A henger és a kip tengelye kozds.) (16 pont)

Megoldas. Az dbra az egyenes korkup tengelymetszetét mutatja. A henger alapkorének sugarat jelolje r (0 < r <

5
5), magassagat m. A hasonl6 haromszogekben: = innen a henger magassaga: m =7 — g

7
m
5 r 5—r
A henger térfogata: V = r?7m, vagyis
7 7
V(ir)y=r*r(7—-r) = _ s 2y
5 5
21
Derivalva: V'(r) = —%72 + 14rr.

A (0;5) intervallumban ott lehet a V(1) fliggvénynek szélsGértéke, ahol az elsé derivalt 0. Az intervallum belsejében

egyetlen zérushely van: r = —. Ellen6rizhets — példaul grafikusan —, hogy ezen a helyen a derivalt elGjelet valt. Mivel

pozitivrol valt negativra, azért itt lokalis maximuma van a fliggvénynek.
7
A maximalis térfogatu henger magassaga 3’ a térfogata pedig kb. 81,45.

7. Elindul egy kocsi és 2 m/s2 gyorsuldssal halad egyenes uton. Erre az itra merdleges utrdl a mezdn dtvdgva 5 m/s
egyenletes sebességgel eqy ember szalad a kocsi felé. Hogyan vdlassza meg az induldsi iranydt, hogy fel tudjon ugrani a
kocsira, ha az indulds pillanatdban 10 m-re van a kocsitél? Mennyi idé mulva éri el a kocsit? (16 pont)

Megoldas. A rajzon a kocsi elmozdulésa: /@, az ember elmozdulasa: B?, és AB = 10 méter.

Al C
10 m

B

B

Jelolje C azt a pontot, ahol az ember felugrik a kocsira. Ha ¢ sec alatt jut B-bol C-be, akkor ez az ut 5t (méterben

212
Osszefiiggés alapjan hatarozhatjuk meg (a a gyorsulas), igy AC = 5 =

a
mérve). A kocsi altal megtett utat az s = §t2

2.



Az ABC derékszogd haromszogben:

sin 3 AC 2t cos 3 AB 10 2
11 = == — = — = == —— = —,
BC 5t 5

2 4
A megfelel§ oldalakon allo kifejezéseket Gsszeszorozva: sin 5 cosff = = azaz sin28 = 5 Innen 8 = 26,57° vagy

B =63,43°. (Csak a hegyesszogi megoldasnak van értelme.)

Emberiink kétféle haladasi iranyt vélaszthat. Ha az AB tthoz képest 26,57°-0s szogben fut, akkor kb. 2,24 sec
milva ugorhat fel a kocsira, ha pedig 63,43°-0s szogben indul, akkor kb. 4,47 sec mulva éri el a kocsit.

8. a) Hdny 6t csticst, hat éld egyszerd grif van, ha a csicsokat megkilonboztetjik és hdny, ha nem?

b) Jand lerajzolta az dsszes 6t csiucsd, hat éld grafot gy, hogy a csicsokat megkilonbioztette. Lackd épp arra jart
és rabikdtt eqy csicsra. Mi a valdszinisége, hogy ez a csics éppen elsdfoki volt? (16 pont)

Megoldas. a) Ha a cstucsokat nem kiilénboéztetjiik meg, hatféle grafot tudunk rajzolni. A teljes 5 cstucsu graf 10 élt

10
tartalmaz. Koziiliik ( 6 >—féleképpen lehet hatot kivalasztani, ez éppen 210, ennyi olyan 6tcsdcsd, hatéld graf van, ha

A Y
WX

b) Kétféle gratban van els6foku csics, mindkettébsl 60 db-ot rajzolt fel Jand. Mindegyikben 1 db elstfoka csics

- 120 4
van, tehat 120 els6foki csics van a 210 -5 = 1050 db cstics kozott. Igy a valdszintség: 1050 — 35°

a cstucsokat megkiilonboztetjiik.

9. Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet a valds szdmok halmazdn:
V222 — 81 — V222 = 2. (16 pont)

Megoldas. Ha = > 0, akkor /222 — 82— V222 < 0, a nemnegativ szdmok korében nincs megoldasa az egyenletnek.
Legyen x < 0 és vezessiik be a t = —g 1j valtozot. Ekkor ¢ > 0 és az egyenlet bal oldala

/312 + 16t — VB2 = 2(3/12 + 2t — Vi?) <2(3 (t+1)2—€/t_2).

Az dbra az f(t) = t§ fliggvény grafikonjat mutatja a ¢ > 0 halmazon. Lathato, hogy a fliggvény megvaltozasa minden
egységnyi hossztisdgu intervallumon kisebb vagy egyenld 1-nél (valojaban az egyetlen [0;1] intervallum kivételével
hatarozott egyenl6tlenség teljesiil), igy 2( fE+1)—f (t)) < 2. Az egyenlet bal oldala tehat minden valos z-re kisebb
2-nél, igy nincs megoldasa.
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