I. rész

1. Az a = 374225y tizes szamrendszerbeli szamban az x és y szimjegyek véletlenszerd megvdlasztdisindl mi a
valdszindsége annak, hogy a szdm oszthato 15-tel?

Megoldas. Az x és az y egymastol fliggetleniil 10-féleképpen vélaszthaté meg, ezért 100 darab adott alakd szdm
van. 15-tel csak azok a szamok oszthatok, amelyek 3-mal és 5-tel is oszthatok. Az a szam csak akkor oszthato 5-tel,
ha az y értéke 0 vagy 5.

Ha y = 0, akkor a szdmjegyek Osszege 3+ 7+ 4+ 2+ 2+ 5+ 0 = 21 4 z, ezért az x lehetséges értékei 0, 3, 6 vagy
9. Igy 4 darab olyan szamot kapunk, amely O-ra végzédik és oszthato 15-tel.

Ha y = 5, akkor a szamjegyek Osszege 3+7+4+x+2+5+5 = 26+, itt az « lehetséges értéke 1, 4 vagy 7 lehet,
djabb 3 szamot kapunk.

Tehat ha felirndnk az x és y Osszes lehetséges értékével a 100 darab szamot, akkor 7 darab lenne kozottiik, amely
oszthato 15-tel. A kérdéses valoszintség igy 0,07.

2. Két kiilonbozd sugari kor kivilrdl érinti eqgymdst. Bizonyitsuk be, hogy a kézds belsd érintdnek a kézds kilsd
érintdk kozotti szakasza egyenld a két sugdr mértani kézepének a kétszeresével.

Megoldas. Mivel koérhoz kiils6 pontbol egyenls hossztusagt érint6k huzhatok, azért az dbra jelolései alapjan
PE = PFy, = PEy;=QF = QFE3 = QF4,

igyPQ:PE1+PE2:E1E2:a,

A K, K,T haromszdgben (R —r)° + a® = (R +r)°. Ebb6l a® = 4Rr, azaz
PQ=a=2VR-r.

3. Abrdzoljuk derékszogi koordindtarendszerben azoknak a pontoknak a halmazdt, amelyek kielégitik az aldbbi egyen-
letet:

a) (x —3) - (4x — 3y) = 0;

b) 172 — 24zy + 9y* — 62 + 9 = 0;

4z — 3y
:O'
¢) =3 ;
T —
d =
)4x—3y

Megoldas. a) (z — 3) - (4 — 3y) = 0. Egy szorzat csak akkor 0, ha legalabb az egyik tényezGje 0, azaz © — 3 = 0,
vagy 4z — 3y = 0. Ezekbdl x = 3, és y tetszbleges valos szam, vagy y = %x
b)
b) 172% — 242y + 9> —62+9=0
1622 — 24xy + 9y* + 2> =62 +9=0
(42 — 3y)* + (z — 3)* = 0.

Mivel (42 — 3y)® >0, és (z — 3)> > 0, azért az egyenlGség csak abban az esetben teljesiil, ha 2 — 3 = 0 és 4z — 3y = 0,
azaz ¢ = 3 és y = 4. Ez egyetlen pontra teljesiil, ez P(3;4).

4r —3 4
c) —i__?)y:() = 4x—3y:0,dex—35£0,azazy:53;, de = # 3.
_3 4
d) T =0 = 2—-3=0,dedr -3y #0,azaz x =3, de y # —x, és igy y # 4.
4z — 3y 3



4. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kévetkezd egyenldtlenséget:

v e—w 1 11
2%+ 2 +2z+27m Z—gﬁk’g(gfzﬂ) (3+2\/§)'

Megoldas. Az egyenlGtlenség minden valos x-re értelmezve van. A logaritmus alapja és a logaritmus numerusza is
pozitiv, az alap nem egyenlé 1-gyel, valamint e két érték egymaés reciproka, hiszen szorzatuk 1, ezért a log(3_2 V2) (3 +

22 ) = —1. Ennek felhasznalasaval az egyenl6tlenség a kovetkezéképpen mddosul:

Ju
20 427 = 3.2

2"+ 277 +

1
Vezessiik be a 2% +27% = 2% + 7 =0 jelolést. Ekkor a > 2.

1 11 V2 3\/_
a+=>—— & 3vV22-11a+3vV2>0 & a< = vagy a > =
a = 3v2 3 VaeY
3v/2
a > 2, igy csak az a > —\2/_ esetet kell vizsgélni.
1 1
3 2 -3 5
2w+§_i & 2297 -3V2-2"+2>0 < 2Ig%=2 % vagy 2° > V2 =22

DN | =

1
A megoldas: ¢ < —3 vagy x >
II. rész

180 /725
5. Hdrom pozitiv szdm harmonikus kézepe 13 a mértani kizepik 10 V/3, a négyzetes kozepik pedig 3 Mivel
egyenld a szamtani kozepik?

Megoldas. A feladat feltételei alapjan felirhatjuk, hogy

W 3 _ 180 3abe 180
iil41l13 ab+ac+bc 13’
(2) Vabe = 10V/3 = abe = 3000,
240242 725
(3) %: ? = a2+b2+c2=725.

Az abe = 3000 értékét helyettesitsiik be az (1) egyenletbe:

9000 180 9000 - 13
et b be= 20 2(ab be) = 1300.
b Tactbe 13 = ab+ac+be 180 650 = 2(ab+ ac+ be) = 1300

Ehhez az utobbi egyenlethez adjuk hozzé a (3) egyenletet:
a? + b2 + 2+ 2ab 4 2ac + 2bc = 2025 = (a+b+¢)> = 2025 = a+ b+ c = +45.

b
Mivel a, b és ¢ pozitiv, azért % = 15.



6. a) A 4px® — (2p® — 8p+2)x + p? — 4 = 0 mdsodfoki egyenletben hatdrozzuk meg a p valds paraméter értékét gy,
1
hogy az ellentétes eldjeld valos gyékok kozil egyik se legyen nagyobb §—nél.
b) Van-e a p paraméternek olyan értéke, amelyre az
y=4dpx® — (2p° —8p+2)x +p? — 4
fiigguény az x = 2-nél veszi fel a mazimumdt, és ennek értéke —87%

Megoldas. a) A masodfoku egyenletben p # 0. Az egyenlet gyokei a kovetkezd alakban irhatok fel:

2% — 8p+2+/(2p% — 8p +2)° — L6p(p? — 4)
T1,2 = .
bl 8p

Az egyenlet diszkriminansa

D= (2p% — 8p+2)° — 16p(p? — 4) = 4p° + 64p> + 4 — 32p* + 8p® — 32p — 16p° + 64p =
= (2p* —8p—2)° >0,

az egyenletnek a p paraméter minden szobajovs értékére valos gyokei vannak. A gyokok akkor és csak akkor ellenkezé

2
—4
elGjeliek, ha a szorzatuk negativ: a Viéte-formula szerint x; - x93 = b 1 <0.
p
Lp>0ésp?—4<0 = 0<p< 2 Ekkor z; negativ és xo pozitiv. Igy
1 1 i
r1<zro=—<- = p>1, tehat 1<p<2.
2p — 2

II.p<0ésp®—4>0 = p< —2. Ebben az esetben

p—4
2

\/_<p<\/_ azaz —\/5§p<—2.

l\D|P—‘

To < T =

Tehat—\/5§p<—2vagy1§p<2.

1+ /513
b) Haz = 2, akkor y = 16p—4p>+16p—4+p*>—4 = -8 = 4p>—p?>—32p = 0. Ennek gydkei: p; = 0, po = +T
. — V513 . . e PP ) . .
és p3 = — Mivel a masodfoku fiiggvénynek csak negativ fGegyiitthaté mellett lehet maximuma, azért csak
1—-+/513 i .. s . s . . .
p3 = — johet széba. Konnyen ellendrizhetd, hogy az ebben az esetben adéd6 masodfoki polinomnak nem a 2

helyen van a maximuma, igy a feladat kérdésére a valasz tagado.

7. Az A(a1;a2), B(b1;b2), C(—ai;—az) és D(—by; —bs) pontokat forgassuk el az origd kéril 90°-kal pozitiv irdnyba,
majd az igy kapott pontokra alkalmazzunk origd kézeptd kétszeres nyujtast. A kapott pontok legyenek rendre A1, By, Cy
és Dy. Igazoljuk, hogy az AA1, BBy, CCy és DD szakaszok felezdpontjai paralelogrammdt hatdroznak meg, vagy egy
egyenesre esnek.

Megoldas. Hatarozzuk meg elGszor a forgatva nyuijtassal kapott pontok koordinatait:

A(al;ag) = Al(—2a2;2a1), B(bl;bg) = Bl(—2b2;2b1),
C(—a1;—a2) = C1(2a2;—2a1), D(=by;—b2) = D1(2bg; —2b1).

A felezési pontok koordinatéai:

AA; szakasz esetén

a; — 2a2 as + 2a1
2 )
by — 2b2 b + 2b1 )

’

BB szakasznal Fy (

CC, szakasznal I “ + a2 a2 . ay ),
—by + 2b —by — 2b
DD esetén F, ( 1 . 2, Zb2 . 1 )

Az F3 koordinatai az Fy megfelels koordinatdinak ellentettjei, ugyanez teljesiil Fy és Fy koordinatéira, igy F3 az Fi-nek,
Fy az Fy-nek az origora vonatkozo tiikkorképe. A négy pont tehat vagy egy egyenesre esik, vagy egy paralelogramma
négy csucsa.



a b
Ha az adott pontok egy egyenesre esnek, azaz L= b—l, akkor az Fy, Fy, F3 és Fy pontok is egy egyenes mentén
a2 2

b
helyezkednek el, mert az “_ b—l egyenldségbdl kovetkezik, hogy
2

a2
a1 —2as b1*2b2
2 _ 2
az+2a1 ~ bo+2by
2 2
8. Hdny valds megolddsa van az
2?2 —4x+4
2+ 2x+3

egyenletnek, ha a k valds paraméter?

Megoldas. A nevezé sosem nulla, az adott egyenlet ekvivalens atalakitasaval a kovetkezs, legfeljebb méasodfoku
1
egyenlethez jutunk: (k — 1)z? + (2k +4)z +3k —4=0. Ha k = 1, akkor 62 — 1 =0, z = 6 Ekkor egy valos megoldés

van. Ha k # 1, akkor masodfoki az egyenlet, és a diszkrimindnsa D = (2k + 4)> — 4(k — 1)(3k — 4) = —8k? + 44k. Ha
D =0, azaz k = 0, vagy k = 5,5, akkor szintén egy valos megoldasa (egy kétszeres gyoke) van az egyenletnek. Ha D

11 11
pozitiv, azaz 0 < k < —, de k # 1, akkor két kiilonb6z6 valos megoldas van. Ha D negativ, azaz k < 0 vagy k > O

akkor nincs valés megoldés.
22 —dx+4

m tbrtkifejeZéS ér-
T T

Megjegyzés: Az eredménybdl kovetkezik, hogy a valés szdmok halmazéan értelmezett
11
tékkészlete a {0; 7] zért intervallum.

9. Egy dobozban n darab fehér és kétszer annyi fekete golyd van (n > 3), amelyek tapintdssal nem kilonboztethetdk
meg. Visszatevés nélkil kihizunk 3 darabot.

a) A & valdszinidségi vdltozo jelentse a mintdban lévd fehér golydk szamdt. Hatdrozzuk meg a P(£ = 0), P(§ = 1),
P(¢£ =2) és a P(¢ = 3) valdsziniiségeket.

b) Milyen n esetén lesz 0,25-ndl nagyobdb annak a valdszinisége, hogy legaldbb 2 fehér golyé van a mintdban?

¢) Mennyi az a) részben kiszdmitott valdszindségek hatdrértéke, ha az n tart a +o0o-hez?

d) Hogyan mddosulnak az a) részben megadott valdsziniségek, ha visszatevéses mintdval dolgozunk?

Megoldas. a) A mintaban lévs fehér golyok szama £, amelynek értékei 0, 1, 2 vagy 3.

(701) . (2371) B 2n(2n716)(2n72) 8n2 — 120 4 4

Pe=0= (5) _w:27n2—27n+67
b2 GG ne B gy
(€=1)= @) TBehGaE T 902 gn 2
R R O B E
€=2)= (3;) _w_%?—mwﬂ’
ey L) et i
(5)  2eCelGnd) 3. (90 —9n+2)

b) Annak valoszintisége, hogy legalabb két fehér goly6 van a mintédban:

(992 _ 2 _ 2 _
P(§Z2)=3 (2n? —2n) +n 3n+2  Tn®—9n+2 >l-
3-(9n? —9n+2) 2Tn? —2Tn+6 ~ 4
A nevezs porzitiv szamok szorzata (n legalabb 3), ezért a fenti egyenlStlenség egyenértéki az n? — 9n + 2 > 0 egyen-
9— 73 94+ 73
16tlenséggel. Ennek megoldasa n < ———— =~ 0,228 vagy n > 2V ~ 8,772. Ezek alapjan az n legalabb 9.
. 8 . 12 ) 6
c) HILIEOP(Q“ =0) = 77 nlLIr;OP(ﬁ =1)= 77 nlLIr;OP(f =2)= o7 o

lim P((=3) = i



d) Visszatevéses mintéval dolgozva

re-o=(0)-(3) () %
re=n=()-(2) - (2) -»

re=n=(0)-(2) - (2) -%
re=9-(3)-(5) () - %

Megjegyzés: Ezek a valosziniiségek rendre megegyeznek a ¢) részben kiszamitott hatarértékekkel.



