I. rész

1. Oldjuk meg a kiévetkezd egyenletet: (33 —Vr—2-— 2) (a: —Vax—3-— 3) =0. (11 pont)
Megoldas. Ertelmezési tartoméany: x > 3. Szorzatta alakitva:
Ve—-2(Vz-2-1)Vo-3(Vz-3-1)=0.

Egy szorzat akkor nulla, ha legalabb egy tényezGje nulla. A négy tényezs rendre a 2, 3, 3, 4 helyen nulla. Az értelmezési
tartomanyt figyelembe véve az egyenlet megoldéasa: x1 = 3, o2 = 4.

2. Adott az f: |-1;5] - R, f(z) = |(z — 2)* — 4| — 4 figguény.

a) Adjuk meg a koordindtarendszerben azon rdcspontokat, amelyek illeszkednek a fiigguény grafikonjdra.

b) Adjuk meg a fiigguény zérushelyeit.

¢) Mely intervallumokon névekedd a fiigguény? (12 pont)

Megoldas. a) A fiiggvény értelmezési tartomanyaban hat egész szam talalhato (a 0, 1, 2, 3, 4 és az 5), ezért
hatnal tobb racspont nem illeszkedhet a fliggvény grafikonjara. A fliggvény egész szamhoz egész szdmot rendel, igy
hat racspontot kapunk: (0; —4), (1;—1), (2;0), (3;—1), (4; —4) és (5;1).

b) Ha (z — 2)® >4, azaz = < 0 vagy 4 < z, akkor (z — 2)> —4 — 4 = 0. Innen kapjuk: z; = 2 — 2v/2, 25 = 2+ 2V/2.
Ezek az értékek minden feltételnek megfelelnek, igy a fliggvény zérushelyei.

Ha (z —2)® < 4, azaz 0 < = < 4, akkor —(z — 2)> +4 — 4 = 0. Innen az x5 = 2 zérushelyet kapjuk.

¢) A normalparabola transzformalasaval a fliggvény képe megrajzolhato. A [0;2] és a [4;5] intervallumokon a
fiiggvény novekedd.

3. A koordindtarendszerben adott két pont: A(1;5) és B(7;7). Adjuk meg az x tengely azon P pontjinak koordindtdit,
amelyre

a) AP = BP;
b) AP? + BP? = 94;
¢) AP + BP minimdlis. (14 pont)

Megoldas. a) Az AB szakasz felez6 merclegesének és az x tengelynek a metszéspontja az egyetlen megfelel6 pont.
Az AB felez6 mer6legese az F(4; 6) felez6pontra illeszkedik, a normalvektora pedig 7(3; 1), az egyenlete: 3x +y = 18.
Ez az egyenes az x tengelyt a P;(6;0) pontban metszi. Ez a keresett pont.

b) Az AP? + BP? = 94 feltételnek megfelel6 P(x;y) pontok koordinataira teljesiilni kell a kovetkezs egyenletnek:
(=12 +@w—=5)7"+(x—7)°+ (y—17)° = 94, amelyet az (z — 4)> + (y — 6)> = 37 alakra tudunk hozni. Ez egy kér
egyenlete. A feladat feltételeinek megfelels pontok az F'(4; 6) kdzépponti, /37 sugari kor és az x tengely metszéspontjai
lesznek. Az y = 0 helyettesitéssel két x értéket kapunk. A feladat két megoldasa: P»(3;0), P3(5;0).

c) Igazolhato, hogy az A’B egyenes és az x tengely metszéspontja a feltételeknek megfelel pont, ahol A'(1;—5)

7
az A tiikdrképe az x tengelyre. Az A'B egyenes egyenlete: 2x —y — 7 = 0. Ez az egyenes az z tengelyt a Py (5; 0>
pontban metszi. Ez a keresett pont.
4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:

2302 — 493 — 407y + 20}

z =logy(y —4). (14 pont)

Megoldas. Az értelmezési tartoméany: 2 valés szam, y > 4. A masodik egyenlet szerint: 2” = y — 4. Ekkor 23*72 =

4.(2%) = 4(y — 4)® = 4y® — 48y + 192y — 256. Ez az ls6 egyenlet alapjan: 4y® — 48y> + 192y — 256 = 4y° — 407y + 20,
23

azaz 0 = 48y% — 599y + 276. A masodfoku egyenletet megoldva: 31 = 12, yp = TR Csak y; eleme az értelmezési

tartomanynak, a masodik egyenletbe behelyettesitve megkapjuk x értékét.
Az egyenletrendszer megoldasa: x = 3, y = 12.



II. rész

5. Egy mértani sorozat elsd eleme a, a hdnyadosa q. Mennyi annak a mértani sorozatnak az elsé eleme, amelynek
a hdnyadosa ¢°, az elsé 25 elem dsszege pedig az adott sorozat elsé 50 elemének dsszegével egyenld? (16 pont)

Megoldas. Legyen a keresett mértani sorozat elsé eleme b;. Ha ¢ = 1, akkor S50 = 50a; = 25b;, tehat by = 2a;.
Ha ¢ = —1, akkor S50 = 0 = 25by, azaz b; = 0. Ha ¢* # 1, akkor az Osszegképlet és a feltétel felhasznalasaval

(q2)25—1:b
-1 1q2—1
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by =a

g—1"
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Ebbél kovetkezik, hogy a1 = q—i——ll’ vagyis by = a1(1 4+ ¢) = a1 + as.

Az 0j sorozat elsé tagja az adott sorozat elsé és masodik tagjanak osszegével egyenls és ez a ¢° = 1 esetben is igaz.

6. Egy érettségizd osztaly a tabldjat kézéppontosan szimmetrikus nyolcszég alakura tervezte. A nyolcszoget egy
1 mx1,4 m-es téglalap alaki lemezbdl szerették volna elkésziteni gy, hogy a téglalap sarkaindl négy egybevdgo derékszogiu
hdromszéget levagatnak. Ekkor természetesen a téglalap négy oldalegyenese a nyolcszognek is oldalegyenese lesz. Az igy
kapott nyolcszdg oldalai deciméterben mérve sorban: 7,5, 3, 5, 7, 5, 3, 5. Mennyivel vdltozna a hulladék mennyisége,
ha ezt a nyolcszdget a mdsik négy oldalegyenese dltal meghatdrozott téglalapbol vigattdk volna ki? (16 pont)

Megoldas. A vazlatrajzon megrajzoltuk az ABC D EFGH nyolcszoget és a lehetséges két téglalapot, a Ky Ly My Ny
és a KoLo Mo N téglalapot.

M,y
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N2 7 M2
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A négy egybevagd derékszogi haromszog atfogdja 5 dm. A kbézéppontos szimmetria miatt: AKy = CLy = EMy =
GNy =z, ekkor HKy = BLy = DMy = FFNy = 7 — x. A Pitagorasz-tétel szerint: 2%+ (7 — x)2 = 25. Az innen kapott
két gyok nem ad két megoldast, mert amikor z = 3, akkor 7—x = 4, amikor = = 4, akkor pedig 7—z = 3. Igy megkaptuk
a négy egybevago haromszog oldalainak hosszat: 3, 4, 5. (Vazlatrajzunkon AKs = 3.) Ezekhez hasonlo haromszogeket
kapunk, ha a K;L; M; Ny téglalapbol vagjuk le a derékszogi haromszogeket. A két-két szemkozti levagott haromszog
egybevagd. A hasonlé derékszogl haromszogek hasonldsagi aranyat az atfogok ardnya adja, igy az ismeretlen befogok
hosszét ki tudjuk szamitani ardnypéar felirdséval:

AK, 3 21 BK, 4 28
L avaz AKy = EMy = 1:g,azazBK1=FM1=?

7 5
CL 3 9 DL 4 12
leg,aZaZ CLlZGleg, 7125,3,232 DLlZHleg
28 9 62 12 21 58
A KiLiM;N; téglalap oldalainak hossza: K1L; = = + 5+ F= 5 LM, = = + 5+ T =5
62 58 3596
Ennek a téglalapnak a teriilete: t; = = E T op = 143,84 (dm?). Ebben az esetben 3,84 dm?®-rel nagyobb

lenne a hulladék, hiszen a masik téglalap teriilete csak 140 dm?.
7. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb pozitiv x értéket, amelyre sinx és sin 2z eqy derékszdgi haromszog befogdi, sin 3x
pedig az dtfogdja. (16 pont)

Megoldas. Oldjuk meg a sin® z+sin® 2z = sin? 3z egyenletet. Rendezés utan sin® 2z = (sin 3z—sin z)(sin 3z+sin z).
A jobb oldal
(2 cos 2z sin x)(2 sin 2z cos ) = 2sin? 2z cos 2z,



az egyenlet tehat 0 = sin® 22(2 cos 2z — 1). A megoldasok: 2, = klg, ki €Z, x9 = % + kom, ko € Z, x3 = —g + ks,
ks € 7.

1
A keresett x érték a % (Ekkor a haromszog oldalai: 2 s 1)

2

8. Egy daruhdz szeretné megajindékozni azokat, akik az akcids mdjkonzervbdl legaldbb hetet vasdrolnak. Az druhdzban
a konzervdobozokat négyzet alapi guldba tornyoztak. Példdul egy négy rétegd guldt 16 +9 + 4 + 1 darab dobozbdl lehet
elkésziteni. A vasdrlok egy szerencsekerék megforgatdisdval 1-t61 50-ig egyenld eséllyel sorsolhatnak egy egész szdmot.
Ha az ennyi rétegbdl felépithetd guldban a konzervdobozok szdma oszthato 7-tel, akkor az illetd ajandékot kap.

a) Az druhdz dolgozdi egy 16 rétegd guldt épitettek. Hdny dobozt haszndltak fel?

b) Mennyi a valdszinisége annak, hogy ajindékra jogositd szamot porgetink?

¢) Az egyik vdsdrld olyan szdmot forgatott, hogy az ennyi rétegd guldban a dobozok szdma T-tel és 13-mal is oszthato
volt. Melyik szdm lehetett ez? (16 pont)

Megoldas. a) Az els6 16 pozitiv egész szam négyzetének Osszegét kell kiszamitanunk. Tudjuk, hogy

1)(2 1 16(16+1)(2-16+1
n(n+1)(2n + ), azaz Sig = 6(16+1)(2-16+1)
6 6
1496 darab konzervdobozbdl épitették ezt a gulat.

S, = = 1496.

1)(2 1
b) Elészor meghatérozzuk azokat az n értékeket, amelyre S, = nn+D@Rn+1)

5 oszthat6 7-tel. Ez pontosan akkor
teljesiil, ha a szamlaloban szerepld tényezok koziil legalabb egy oszthatd 7-tel. (6;7) = 1, n = 7k vagy n = 7k — 1 vagy
n =Tk + 3 (k természetes szam). Az [1;50] intervallumban az ilyen szamok: 3, 6, 7, 10, 13, 14, 17, 20, 21, 24, 27, 28,
31, 34, 35, 38, 41, 42, 45, 48, 49, Osszesen 21 darab.

—, azaz 0,42 az esélye annak, hogy aki szerencsekereket porget, az valamilyen ajandékot kap.

50’
1)(2 1
¢) Most azokat az n értékeket hatarozzuk meg, amelyre az S,, = n(n+1)@n+1)

oszthatd 13-mal. Ez pontosan

akkor teljesiil, ha a szamlaléban szerepld tényezSk koziil legalabb egy oszthgté 13-mal. (6;13) = 1, n = 13k vagy
n = 13k — 1 vagy n = 13k + 6 (k természetes szam). Ezek koziil az [1;50] intervallumba a kovetkezs szamok esnek: 6,
12, 13, 19, 25, 26, 32, 38, 39, 45. A 6, 13, 38 és 45 szerepelt a 7-tel oszthatosagnal is.

A vasarlo e négy szam valamelyikét sorsolta ki.

9. Mennyi annak o forgdstestnek a térfogata, amely az f: [—10;10] — R, f(x) = 0,004 z(x + 12)(x — 12) + 8
harmadfoki fiigguvény képének az x tengely kérili megforgatdsdval jon létre? (16 pont)

Megoldas. a)
f(x) =0,004z(x 4+ 12)(z — 12) + 8 =

= 0,004(z® — 1442 + 2000).



b
Hasznaljuk a forgastestekre vonatkozo térfogatképletet: V = m / [f(2)] ? dz. Ekkor

a

10
V= 7r/ [0,004(2 — 1442 + 2000))° dz =
—10

10

::ég%gjf (2 4 20 7362 + 4 000 000 — 288z + 40002® — 576 000z) dz =
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