A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

1. Az ABC hdromszdg beirt kirének kézéppontja legyen I. A haromszig P belsd pontja kielégiti a
PBA< + PCA< = PBC«+ PCB<«
egyenldséget. Bizonyitsuk be, hogy AP > Al, és egyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha P = 1.

Nagy Csaba megoldasa. Legyenek az ABC haromszog szogei «, B, v. A feltétel szerint egyenls szogosszegek

kozos értékét jelolje ¢. Ekkor 2¢p = 5+ v, azaz ¢ = ﬁ—;’y

BPC< = 180° — ¢ = 180° — g - % — BIC4q,

és mivel a BC' egyenes nem vélasztja el a P és I pontokat, innen kovetkezik, hogy BIPC hurnégyszog, P tehat rajta
van a BIC koriilirt kérén.

Legyen AI és az ABC koriilirt korének masik metszéspontja @ (1. dbra). Ismeretes, hogy @ felezi az 6t tartalmazo
BC ivet, ezért QB = QC. Masfelsl QCI< = % + % — QIC<, mert az AIC haromszdg kiilss szoge, ezért QC = QI.
A fenti BIPC harnégyszog koriilirt korének a kézéppontja tehat a @, és igy QI = QP.

1. dbra

Az APQ héaromszogben a héromszog-egyenlGtlenség miatt
AP+ PQ > AQ = Al + 1Q,

azaz valoban fennéll, hogy AP > Al. EgyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha P az AQ szakasz pontja, azaz P = 1.

2. Legyen P egy szabdlyos 2006-szdg. P egy dtlojat jonak nevezzik, ha a végpontjai P hatdrat két olyan részre
bontjik, amelyek mindegyike P pdratlan sok oldaldt tartalmazza. Az oldalakat szintén jonak nevezziik.

Tegyiik fel, hogy P-t haromszdgekre bontottuk 2003 olyan dtldval, amelyek kdzil semelyik kettdnek nincs kdzds pontja
P belsejében. Hatdrozzuk meg az ilyen felbontdsokban eldforduld egyenldszdri, két jo oldallal rendelkezd hdromszogek
szamdnak maximumdt.



Janké Zsuzsanna megoldasa. A 2003 egymast nem metsz6 atlo a P sokszoget 2004 haromszogre bontja, amelyek
csucsai a P cstcsai. Nevezziink egy ilyen haromszoget jonak, ha két oldala j6 és egyenls szara.

Legyen AB a sokszog egy atloja vagy oldala, és jeloljiik n-nel az A, B csticsokat 6sszekots, sokszogoldalakbol allo
két torottvonal koziil a rovidebbik (nem hosszabbik) oldalainak a szaméat (1 < n < 1003). A megrajzolt atlok azt a
Py sokszoget is haromszogekre bontjak, amelyet az n oldalszakaszbol allé toréttvonal és az AB szakasz hatéarol. (Ha
n =1, azaz AB a P egy oldala, akkor a P; sokszog szakassza fajul, a haromszogek szama 0.) Jeloljiik f(n)-nel, hogy ezt
a sokszoget az AB-t és egymast nem metsz6 atlok megrajzolasaval (az eredeti felbontés atloi koziil (n — 2) ilyen van)
haromszogekre bontva legfeljebb hany jo haromszog johet létre. Az n-re vonatkozo teljes indukciéval bebizonyitjuk,

n
hogy f(n) < | Z .
Han = 1, akkor A és B szomszédos csticsok P-ben, egyetlen haromszog sem jon létre Pi-ben, igy jo sem, f(1) =0 =

1
EJ . Ha n =2, akkor A és B masodszomszédos cstcsok P-ben, a létrejovs egyetlen haromszog jo, f(2) = 1, az allitas

igaz. Legyen most n > 2 és tegyiik fol, hogy f(i) < {%J , ha 2 < ¢ < n. Tekintsiik a P, sokszognek azt a felbontasat,

amelynek soran f(n) jo haromszoget kapunk. Ebben a felbontasban a létrejové haromszogek egyikének oldala az AB,
legyen e haromszog harmadik csicsa C (2. dbra). Ha az AC oldalt i, a BC-t pedig j hosszisagu téréttvonal koti ossze,
akkor 1 <14,j < n és i+ j = n. Ekkor nyilvan

Fn) = {f(l) + f(9), ha az ABC nem jo,
T\ FG) 4 FG) +1, haaz ABC jo.

Az els6 esetben az indukcios foltevést tagonként alkalmazva és felhasznalva, hogy |z] + |y] < |z + y]:

s =+ < 5|+ 2] < |52 = 5]

Nézziik meg, hogyan lehetséges a mésodik eset. A P; megvalasztasa miatt AB a leghosszabb a P; cstcsait 6sszek6ts
szakaszok koziil, igy az ABC haromszogben is AB a leghosszabb oldal. Ez a haromszog tehat csak ugy lehet egyenld
szar, ha AC = CB. Egy egyenl szari haromszognek vagy mindkét széra jo, vagy egyik sem az (a haromszognek és
P-nek kozos szimmetriatengelye van), igy ha az egyenld szara ABC haromszog jo, akkor az AC és BC szarak a jo

oldalai. Ekkor i és j egyenld paratlan szamok, azaz n = 4k + 2 alaka. Az indukcios feltevés szerint f (g) < [g} és
igy

n

fi0=5(3) 11 (§) 12l 12w 3]

az indukcios lépést igazoltuk.

2. abra



Tekintsiik ezek utan a P sokszog megrajzolt atléit. Ha van koztiik olyan, amelyik dthalad a sokszog kdzéppontjan,
akkor a j6 haromszogek maximalis szama

£(1003) + £(1003) < 2- {%J =1002.

Ha ilyen 4tl6 nincsen, akkor tekintsiik a felbontésban szereplé haromszogek koziil azt, amelyik a belsejében tartalmazza
a sokszog kozéppontjat. Ennek barmely két csicsat a P félkeriileténél rovidebb tordttvonal koti 6ssze, alljanak ezek
rendre a, b, ¢ szakaszbol. (a + b+ ¢ = 2006.) Ha ez a haromszog jo, akkor a, b és ¢ koziil kett paratlan, a felbontas

Osszesen legfeljebb
g ][5 =1 1

ha pedig nem jo6, akkor legfeljebb

51+ 3]+ [5) =[] =100

j6 haromszoget tartalmaz.
A kapott felsé korlat éles, 1003 jo haromszog jon létre, ha a masodszomszédos csucsokat kotjiik Ossze, a ,belss”
1003 oldalu sokszoget pedig tovabbi 1000 4tl6 megrajzolasaval tetszGleges médon haromszogekre bontjuk.

3. Hatdrozzuk meg a legkisebb olyan M wvalds szamot, amire az
lab(a® — b%) + be(b? — ) + ca(c® — a®)| < M(a® +b* + 02)2

egyenldtlenség teljesil minden a, b, ¢ valds szdmra.

Erdélyi Marton megoldésaﬂ Vegyiik észre, hogy az egyenlGtlenség bal oldalan az abszolut érték belsejében allo
kifejezés barmely két valtozo cseréje nyoméan elGjelet valt, és igy barmely két valtozo kiilonbségével oszthato. Szorzatta
alakitva kapjuk, hogy a bal oldal |(a —b)(b—c)(c—a)(a+b+c)|. Azz =a—b,y=b—c,z=c—a,t=a+b+c
j valtozokat bevezetve egyrészt z2 + y? + 22 + t* = 3(a® + b* + ¢?), masrészt minden olyan x, y, z, t szamnégyesre,
amelyre 4+ y + z = 0, egyértelmien léteznek a megfelels a, b, ¢ mennyiségek. Keressiik tehat a legkisebb olyan M
szamot, amelyre

(2% + 9% + 22 + 1)’

(1) layzt] < M :

A harom 4j valtozo, x, y és z kozott van két azonos elGjeld, foltehets, hogy ezek = és y. Mindkettejiiket a szamtani
kozepiikkel helyettesitve a bal oldal értéke né (nem csokken), a jobb oldal értéke pedig csékken (nem né). (Ez nyomban
adodik a mértani, szamtani és a négyzetes kozepek kozti egyenlStlenségbdl.) Foltehetd tehat, hogy © = y (: —%)
Legyen u = |z| = |y| = ‘g) és v = [t|. Ezekkel a valtozokkal (1) a

(6u? + 02)2

(2) 2uty < M 5

alakba irhat6. A (2) egyenl6tlenséget v/2-vel szorozva kapjuk, hogy

2
V8udy < %M(Gu2 + 1)2)2,

1 Mas megoldasok alapjan.



amit az alabbi alakban is irhatunk:

Vou - V2u - V2u - v<§M 16<(\/_“) (\/ﬁu)2+(\/§u)2+v2>2'

4

Negyedik gyokot vonva:

3) \/\/_u N 4/MM\/ \/_u ) (\/_u) +v2'

9
Ha M = m, akkor (3) éppen a mértani és a négyzetes kozepek kozti azonosan teljesiilé egyenléStlenség, ami azt
9
jelenti, hogy M < m Ez a becslés viszont éles, ugyanis ha példaul a = 3+ \/5, b= \/5, c=v2— 3, akkor a feladat

egyenlGtlenségében az egyenlGség teljesiil. Az M keresett értéke igy

16\/—

4. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan, egész szambdl dllé (x,y) szampdrt, amire teljesiil

(1) 1 4 2I 4 22:E+1 — y2'

Tomon Istvan megoldasa. Ha = < 0, akkor (1) bal oldala nagyobb 1-nél és kisebb 4-nél, tehat ekkor y nem
egész.
Ha z = 0, akkor y € {—2,2}; két megoldast kapunk.
Ha z =1, akkor y2 = 11, nem megoldas.
Ha 2 = 2, akkor 3* = 37, nem megoldés.
Ha z > 2, akkor (1) bal oldala péaratlan, tehat ha y egész, akkor y = 2k + 1 valamilyen k egész szamra. Ekkor (1)
1427+ 22"”rl (2k +1)* alaki, ahonnan rendezés utan

(2) 272142 = k(k + 1).

A jobb oldali szorzat egyik tényezGje paratlan, a masik paros, igy az, amelyik paros, oszthat6 2%~ 2-nel. Az is foltehetd,
hogy k nem negativ, hiszen a k negativ, illetve nemnegativ értékeire k(k + 1) ugyanazokat az értékeket veszi fel. (2)
bal oldala pozitiv, igy k is pouzitiv.
1. eset: k paros. Ekkor 272 | k, azaz van olyan b pozitiv egész, hogy k = b- 2772, Ezt (2)-be irva
257 2(1 42T = - 277 2(b- 2" % 4+ 1), azaz
(3) 1427 =p2. 2772 4 p

Innen leolvashato, hogy b|1 + 2”1, tehat b paratlan. Ha b = 1, akkor 1 +2*" > 2272 4 1, (3) jobb oldala kisebb,
mint a bal. Ha b > 1, akkor b > 3, és igy

b2 45>9.2"2+3>8.2" 2 41 =271 41,

(3) jobb oldala nagyobb, mint a bal. Az 1. esetben tehat nem kapunk tjabb megoldast.



2. eset: k + 1 paros. Ekkor 272 ‘ k + 1, azaz van olyan ¢ pozitiv egész, hogy k = ¢- 2% — 1. Ezt (2)-be irva

2772142 = (- 272 = 1)c- 272, azaz

(4) 1427 =¢2. 2772 _ ¢

Most is igaz, hogy ¢ > 1 és paratlan, igy az el6z6hoz hasonlé vizsgélatot végezhetiink.

Ha ¢ = 1, akkor a (4) jobb oldala 2*~2 — 1, kisebb, mint a bal oldal, ekkor nem kapunk megoldast.

Ha ¢ = 3, akkor a (4) egyenlGseg : 1+ 2771 = 9.2772 _ 3 Rendezés utan kapjuk, hogy 4 = 2772, azaz = = 4.
Ekkor (1) bal oldala 1 + 2* + 2% = 232 két megoldast kapunk: y = —23, y = 23.

Ha ¢ > 5, akkor (4) jobb oldalat atalakitva

2272 =27 (2 —8)2" 2 —e> 2T 28—
Ha ¢ > 5, akkor ¢* — 8 — ¢ > 1, tehat (4) jobb oldala nagyobb, mint a bal oldala, igy tobb megoldast méar nem kapunk.
A feladat feltételei tehat négy szampérra teljesiilnek. Ezek: (0;2), (0; —2), (4;23), (4; —23).

5. Legyen P(x) egy egész egyiitthatds, n > 1 foku polinom, és legyen k egy pozitiv egész. Tekintsik a Q(x) =
P(P( e P(P(a:)) )) polinomot, ahol P k-szor fordul eld. Bizonyitsuk be, hogy legfeljebb n darab olyan t egész szam
van, amire Q(t) = t.

Kis Gergely megoldasa. Tegyiik fel, hogy létezik olyan aq egész, amelyre Q(ag) = P™ (ag) = o és P(ag) # .
Legyen aj+1 = P(«;) és jelolje i azt a legkisebb pozitiv egészt, amelyre «; = ap. Nyilvan 2 < ¢ < k. Ismeretes, hogy
ha P(x) egész egyiitthatos polinom, a # b egészek, akkor a — b| P(a) — P(b), igy fennéllnak az aldbbi oszthatosagok:

Oél—Oéo‘P(Oél)—P(Oéo):Ozz—Ozl|013—052| ‘ai—aifl‘aiﬂ—ai:al—ao.

Ha z # y egészek és y # 0, akkor |y| > |z|. Igy, mivel a fenti oszthat6sagi lancban szerepld els és utolso kiilénbség
azonos, ezeknek a kiilonbségeknek az abszolut értéke allando. Jeldlje ennek az allandonak az értékét ¢ (¢ # 0).

Azt allitjuk, hogy «j41 —j = oj — a;j—1 nem teljesiilhet minden j-re. Ellenkezd esetben ugyanis oig i = o; =
volna, vagyis ip = 0, ami ellentmondas. Az «;-k rendezése tehdt nem monoton, van tehat olyan j, ahol megfordul,
azaz (cji1 — ;) = (=1)(aj — a1 ). Erre a j-re igy aj41 = aj_1 kbvetkezik. Ekkor PO+ (o) = PO+ (o ).
Ez utobbi egyenlGség pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha as = ag, tehat i = 2, azaz P(ap) = a1 és Play) = ap.

Legyenek ezutan Sy és 81 olyan, az g, oy szdmok mindegyikétdl kiilonbozs egészek, amelyekre ugyancsak teljesiil,
hogy P(Bo) = 1 és P(B1) = Bo- (o = b1 lehetséges.) Ekkor ag — fo |1 — B | ao — Bo és ag — B1 | 1 — Bo | a0 — B1-
Ebbél kovetkezik, hogy

ag— o =a1— P vagy ag—Po=p1—
és
ao—f1=a1—Po vagy ag— P =P — .

Rendezés utan a két részallitas masodik tagja ugyanazt mondja:
(1) o+ a1 = o+ B,

az elsé tagok pedig: ag — a; = By — f1, illetve ag — ag = 1 — Bo egyszerre nem teljesiilhetnek, hiszen feltevésiink
szerint ag — a1 # 0. A két részallitas koziil tehat legalabb az egyikben a méasodik tag teljesiil, azaz (1) mindenképpen
igaz, mégpedig attél fliggetleniil, hogy £y és (1 egyenlSk-e vagy sem.

L. Létezik olyan g egész, amelyre P(P(ag)) = ag, de P(ag) # ap. Ekkor minden ¢ egész szamra, amelyre Q(t) = t,
fennall, hogy P(t) + ¢t = P(ag) + ap. A P(z) + 2 — P(ap) — g polinom n-edfoku, ezért legfeljebb n ilyen ¢ létezik.



IL. Nincs ilyen g egész. Ekkor minden olyan ¢ egészre, amelyre Q(t) = t fennall, arra P(t) =t is teljesiil. Mivel a
P(z) — x polinom n-edfoku, legfeljebb n darab ilyen ¢ létezhet. Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

6. Egy P konvex poligon mindegyik b oldaldhoz hozzarendelyik a legnagyobb teriiletd olyan hdromszdg teriletét,
aminek eqyik oldala b és ami benne van P-ben. Bizonyitsuk be, hogy a P oldalaihoz rendelt teriletek dsszege legaldbb

a kétszerese P teriiletének.

Paulin Roland megoldasa. A sokszog mindegyik b oldaldhoz létezik a szoéban forg6 maximalis teriiletd harom-
sz0g: ennek b-vel szemkozti cstcsa a b egyenesétdl legtavolabbi cstcs P-ben (8. dbra). A megoldas sordn egy XY Z
haromszog teriiletét [XY Z]-vel, a P sokszog teriiletét pedig [P]-vel jeloljiik.

3. dbra

Els§ észrevételiink az, hogy ha egy sokszog szogei kozott a 180°-ot is megengedjiik és az oldalakon Gjabb csucsokat
vesziink fel, akkor sem P teriilete, sem a P oldalaihoz rendelt teriiletek Gsszege nem valtozik (4. dbra). Ezért P minden
csticsabol huzzuk meg azt a félegyenest, amely P teriiletét felezi (folytonossagi meggondolasok miatt ilyen félegyenes
minden cstcshoz létezik), és e félegyenesnek a P hataraval valo masik metszéspontjat vegyiik fel a cstcsok kozé. Igy
az A1 AsAs . .. Agy, sokszoget kapjuk, melynek teriiletét az A; A, +; egyenes minden i-re felezi (5. dbra). (Az indexelés

mod 2n ciklikus.)
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5. dbra

Az Aj A, 4 68 Ajr1 Anrir egyenesek tehat felezik a sokszog tertiletét, igy a P belsejében metszik egymast (6. dbra);
JelOlje a metszéspontjukat Bz (1 < ) < n) Ekkor [A»LAZ+1B1] = [An+iAn+i+1Bi]7 hiszen AiAi+1 és AnJriAnJriJrl is felezi
P teriiletét. Legyen t; = [A;A;4+1B;]; ekkor t; = t,,4; és B; = Bp.

Ait1

An+i+1

An+i
6. dabra
2n
Azt allitjuk, hogy az A; A; 1 B; haromszogek lefedik P-t, és igy Zti > [P]. Ehhez vegyiik észre, hogy adott i-re
i=1

az A;A;11B; és az Ayt Anyit1 haromszogek belsejének egyesitése azon P-beli pontok halmaza, amelyek az A; A,
és Ajr1An1it1 félegyenesek ellentétes partjan vannak. (Ha egy P-beli X pont nincs ezeken a félegyeneseken, akkor
ez azt jelenti, hogy az A;A, ;X és az A;11Anyi41X haromszogek ellenkezs koriiljarasuak.) Tekintsiik ezutén a P
egy tetszbleges bels6 X pontjat, amelyik egyik A;A;41 félegyenesre sem illeszkedik. Ez a pont a fentiek értelmében
az A1 An+1 6s az A1 A; fégyenesek ellentétes partjan van, igy az A1 Ap41, Ao Anto, ..., ApAan, App1 A félegyenesek
sorozatdban van két szomszédos, az A;An4; és az Aj11Antiv1, amelyeknek X szintén az ellentétes partjan van. Ez
pedig éppen azt jelenti, hogy X benne van az A;A;+1B; és az A,y Antit1Bi haromszogek egyikében (6. dbra).

Legyen az A; A; 11 oldalhoz tartozé maximalis teriiletd haromszog teriilete M;. Mivel [A; A;11B;] = [AntiAntit1Bil,
ezért BZAAZ . BiAi+1 = B’LATL+Z . BiAn+i+1- Ekkor vagy BZAAZ S BlAn+fL és B»L'AiJrl Z BiArnJrfL'Jrl vagy pedlg BlAl Z
BiAnyi €s BiAit1 < BiAntit1.

Az els6 esetben
[AiAi1Anyi]  AiAng

[A;Ai1B;]  AB;
A maésodik esetben hasonléan kapjuk, hogy

[AiAit1 Aptivi] A A

Z 2, és igy ekkor is Mz Z [AiA»L'JrlAnJriJrl] Z 2t1

[AiAiiBi]  AiBi
2n 2n
Mindenképpen igaz tehat, hogy M; > 2t;. Ezeket az egyenlGtlenségeket Osszegezve kapjuk, hogy ZMi > 22751' >
i=1 i=1

2[P], és ezt kellett bizonyitanunk.



