Bevezetés

A membranok (vékony, hajlékony, elhanyagolhat6 tomegt, megfeszitett hartyak, pl. egy dob hartyaja, vagy szap-
panhéartya) rezgéseinek leirasa mar régota foglalkoztatja a fizikusokat. Kiilonosen a téglalap és kor alakt membréanokat
vizsgaltak részletesen a szakirodalomban. A membréanok és vékony lemezek rezgésének tanulményozéasa tobb mint
200 évvel korabbra, egészen Ernest Friedrich Florens Chladni munkassagaig nyulik vissza, aki kiilonboz6 alaka le-
mezeken kialakul6é csomévonalakat tanulményozott. Errél irt Cserti Jozsef a KoMaL 2004. évi aprilisi szaméban A
Chladni-féle pordbrdktdl a nanofizikdig cimmel. A rugalmassigtan elméleti alapjainak kidolgozasa utan megnyugtato-
an tisztazodtak a membranok, lemezek és a 3 dimenziéban kiterjedt rugalmas testek rezgéseit megadé elvi kérdések,
bar még ma is igen nehéz feladat a rezgési mintazatok és a hozzajuk tartozéd frekvencidk, az un. sajdatfrekvencidk
megadasa egy tetszéleges alaki membran esetén.

Mint emlitettiik, a kor alaki membréan rezgése megoldott probléma, ismertek a sajatfrekvencidi. Természetesen
vet&dhet fel a kérdés: hogyan véltozik meg egy dob (membran) hangja, ha kilyukasztjuk kézépen? Ezen kérdés megva-
laszolasédhoz egy koncentrikusan lyukas membran sajatrezgéseit vizsgaltuk, azzal a hatéarfeltétellel, hogy a kiils6 perem
rogzitett, mig a belsé hatarvonal szabadon elmozdulhat. A dobok esetében a szabadon mozgd lyuk fizikailag ugy va-
l6sithaté meg, hogy a hartyara nydjthatatlan, de konnyen hajlé fonalbél zart hurkot ergsitiink, majd a hartyanak a
hurkon beliili részét eltavolitjuk. Meglepd, hogy ezt a problémat (ezekkel a hatarfeltételekkel) mindeddig még nem
vizsgaltak, legalabbis nincs ra utalas a szakirodalomban.

Igen érdekes, hogy a fentebb kittizott feladattal egy mésik — az alkalmazasok szempontjabol talan jelentGsebb —
probléméat is megoldunk. A mai félvezetGiparban mér el6 tudnak allitani néhany 100 nanométer méretii mintakat,
amelyekben az elektronok mozgasat kisméreti, kétdimenzids tartoményokra lehet korlatozni. Ilyen kétdimenzids tar-
tomany jon létre példaul GaAs és AlGaAs félvezets rétegek Osszeillesztésénél. Egy ilyen kisméreti sikbeli tartomanyban
— esetiinkben egy kilyukasztott korlapon — mozgoé elektron leirdsa csak a kvantummechanika segitségével lehetséges.
Az ilyen rendszerek viselkedésének megértése elengedhetetlen pl. a ,nanotranzisztorok” létrehozasahoz.

A tovabbiakban megprobaljuk illusztralni, hogy a fent emlitett két teriilet hogyan is kapcsolodik 6ssze és miképpen
valnak a membranok rezgésérsl megszerzett ismereteink a kvantumfizikaban is hasznosithat6é tudassa.

Membranok rezgései

Egy membran u(r, t) kitérés-id6 fliggvényét egy bonyolult differencidlegyenlet irja le. Ha a probléméanak egy adott w
frekvenciaja, harmonikus rezgémozgast leiré (in. monokromatikus) megoldéasat keressiik, akkor egy kicsit egyszertibb
egyenlethez, az an. Helmholtz-egyenlethez jutunk. Ez az egyenlet hatarozza meg, hogy melyek a membréan lehetséges
rezgési frekvenciai, mik a sajatfrekvenciai. Altalaban minden sajatfrekvencidhoz tartozik a membrannak egy jellegzetes
,rezgési alakja”, ezt nevezziik sajatmodusnak. Kozépiskolabol is jol ismert, hogy egy egydimenziés rezgé rendszer, a
mindkét végén rogzitett hur sajatfrekvenciai egy bizonyos (a hur hosszatol fliggs) alapfrekvencidknak egész szamu
tobbszorosei. Téglalap vagy kor alakd membrannél ez mar nem igaz, a sajatfrekvenciak bonyolultabb rend szerint
kovetik egymast. Téglalap esetében zart alakban megadhaté egy formula a sajatfrekvencidkra, de kor esetében mar ez
sem igaz.

Elvben tetszsleges alaki membrannak egyértelmien kiszamithatok a sajatfrekvenciai és sajatmodusai, amennyiben
megadjuk, hogy a membran szélei rogzitettek vagy sem. Altaldban ez igen nehéz matematikai feladat, féleg ha a vizsgalt
rendszer nem rendelkezik semmilyen szimmetridval. Feltehet6 a forditott kérdés is: vajon hallhaté-e egy dob alakja,
vagyis ha ismerjiik a dob valamennyi sajatfrekvencidjat, meg tudjuk-e hatarozni ebbdl a dob alakjat? Ezt a kérdést
ilyen formaban Mark Kac vetette fel 1966-ban, de a probléma sokkal régebbre nyulik vissza, Hermann Weyl, a hires
matematikus is foglalkozott vele 1911-ben. A kérdés egészen 1991-ig nyitott maradt, amikor talaltak két olyan kilonbézd
alakid membrant, amelyek frekvenciaspektruma (sajatfrekvencidinak rendszere) megegyezett.

Egy kor alakd membran esetén elvileg egyértelmtien meghatarozottak a sajatfrekvenciak és a rezgési moédusok. Ez
igaz marad akkor is, ha a k6ézépen lyukas membrant tekintjiik. A sajatfrekvencidkat azonban — mindkét esetben — csak
numerikus moédszerek segitségével lehet kiszamolni. Jeldljik a lyuk sugarat Ri-gyel, a membrénét pedig Ro-vel, és
vezessiik be a

(1) A=

dimenziétlan paramétert! A tdbldzatban feltiintettiik, hogy a lyuk sugaratol fiiggSen hogyan valtozik a dob elsd sa-
jatfrekvencidja ahhoz képest, mintha nem lenne lyuk rajta. A hatso boritén pedig az eddig emlitett membranok elsé
néhany sajatmodusat abrazoltuk.

LAz alabb bemutatasra keriils cikk annak a tudomanyos diakkéri dolgozatnak révid kivonata, amelyet a szerzé az ELTE TTK Komplex
Rendszerek Fizikdja Tanszékén készitett, témavezet§je Cserti Jozsef volt. Hagymdsi Imre, az ELTE I11. éves fizikus hallgatdja a 2007. évi
XXVIIIL. Orszagos Tudoméanyos Diakkori Konferencian 1. dijat nyert.



) 01]02] 0371051009
Aw/w | 0,01 | 0,07 | 0,15 | 0,49 | 5,67

Az alapfrekvencia relativ megudltozdsa a lyuk sugardnak néhdany értékénél

Fizikailag érezziik, hogy minél nagyobb a lyuk sugara, annal nagyobbak a sajatfrekvencidk. A rendszer részletesebb
analizisével kimutathato, hogy a sajatfrekvencidk a kovetkez6képpen fiiggnek a lyuk méretétsl:
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vagyis a lyuk sugarat novelve a sajatfrekvencidk hiperbola dgak mentén tartanak a végtelenhez.

Alkalmazas a kvantummechanikadban

Ma mar egyértelmien bizonyitottnak tekinthetd, hogy a mikrorészecskék hullamtermészettel rendelkeznek; ezt
szamos kisérleti tény tamasztja ald. Egy kvantummechanikai rendszerrél minden informaciét tartalmaz a rendszer
U(7r,t) hullamfiiggvénye. Egyetlen mikrorészecske esetén példaul a részecske megtalalasi valosziniisége az r pontban
és t idépillanatban aranyos a hullamfiiggvény abszolut értékének négyzetével, ‘\I/(’I‘, t)‘2—tel. A ¥(r,t) figgvény kielégiti
az un. Schrodinger-egyenletet. Ez egy bonyolult, tobbvaltozos fiiggvényre vonatkozo differencidlegyenlet, amelynek —
bizonyos hatarfeltételekhez tartozé — megoldasa megadja a részecske hullamfiiggvényét.

Mar a kvantummechanika torvényeinek részletes ismerete el6tt ismert volt a hidrogénatom vonalas szinképe, ezt
és a hidrogénatom allapoténak tovabbi részleteit kés6bb a Schrodinger-egyenlet is nagy pontossaggal igazolta. Az ato-
mokban az elektronok csak bizonyos energiaju szinteken ,tartézkodhatnak”, és altalanosabban is igaz, hogy egy kotott
allapotban levs részecske energiaszintjei a Schrodinger-egyenlet szerint diszkrét (egyméstol élesen elkiiloniils) spekt-
rumot alkotnak. A membréan u(r,t) kitérésfiiggvényét leiré egyenlet és egy szabad részecske U(r,t) hullamfiiggvényét
meghatarozé egyenlet egyarant a Helmholtz-egyenlet (feltéve, hogy a membréan egy meghatarozott sajatfekvencian re-

sajatfrekvencidit megfeleltethetjiik a részecske energiaszintjeinek az alabbi formula szerint:
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ahol k, = —*, w,, a membran n-edik sajatfekvenciaja, ¢ pedig a hullam terjedési sebessége a membranban.
c

Egy igen kicsiny (atomi mérett) kétdimenzios tartomanyt, amelynek a falarol klasszikus fogalmaink szerint vissza-
ver6dik a részecske, kvantum-biliArdnak neveziink. Jelen esetben a lyukas membréan sajatrezgései az atomi vilagban
annak feleltethetd meg, hogy egy mikrorészecske egy lyukas korlap alaku ,bilidrdasztalon” mozog. Azt allithatjuk,
hogy egy kilyukasztott kor alaka tartomanyba zart részecske megengedett energiaszintjei megfeleltetheték a lyukas
dob sajatfrekvenciainak a (3) formulanak megfelelGen.

Még egy fogalmat érdemes megemliteniink: az energiaszintek dllapotsiriségét. Jelolje N(FE) azon energiaszintek
szaméat, amelyekre teljesill, hogy E, < FE. Ez a fiiggvény ugrasszeriien valtozik, an. lépcsdfigguény, amint azt a
kinagyitott 1. dbra mutatja. Ha viszont N > 1 esetben az N(E) fiiggvény abrajat nagyitas nélkiil vizsgaljuk, az
Osszefiiggés egy folytonos, sima fliggvénnyel kézelithets (2. dbra).
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A lépcsétiiggvény (pontosabban N(F) kisimitott valtozatanak) novekedési titemét (derivaltjat) kiszamitva a

@ o(p) = D)

allapotsiirtiség nevii mennyiséget kapjuk. Els6 ranézésre egy kicsit mesterkéltnek tinik ez a fogalom, de a kisérle-
tek kiértékelése szempontjabol ez az egyik legfontosabb fizikai mennyiség. Példaul egy zart rendszerhez elektromos
kontaktusokat csatlakoztatva és azokon fesziiltség- és dramerdsség-méréseket végezve az eredmények kiértékelése an-
nak ismeretében végezhetd el, hogy tudjuk: a rendszer vezetGképessége aranyos a rendszer allapotstrtiségével. Ennek
tovabbi részletezésére (példaul a lépcsofiiggvény alakja, szerkezete) itt nincs lehetdségiink, az érdeklédd Olvaso ezt
megtalalhatja a hivatkozott didkkori dolgozatban.

Zaro megjegyzésként még két dologrol kell szot ejtentink. Az egyik valdszintleg az Olvasoban is felmertilt: mi van
akkor, ha nem kozépen van a membranon a lyuk? Ez az eset sokkal bonyolultabb a koncentrikus esetnél, de nume-
rikusan ekkor is meghatarozhatok a sajatfrekvencidk. Ez a rendszer azért kiilonosen érdekes, mert a neki megfelels
biliard a klasszikus fizika torvényei szerint kaotikus mozgashoz vezet, mig a koncentrikus eset nem kaotikus mozgé-
sokat eredményez. Miutan a klasszikus fizikan beliil jelentkez6 kaotikus jelenségeket az 1970-es években megértették,
felmeriilt a kérdés, hogy ha egy rendszer klasszikusan kaotikus, akkor ez a tény hogyan nyilvanul meg (ha megnyil-
vanul egyaltalan) a rendszer kvantumos megfelelgjében. Ez vezetett el a kvantumkdosz témakorének kutatdsahoz. Ha
egy rendszer kaotikus, az a klasszikus mechanikdban azt jelenti, hogy a kozeli kezdShelyzetekbdl (kezdGallapotokbol)
inditott részecskék palyaja az id6 multaval egymastol exponencialisan tavolodik. Kvantummechanikdban nincs értelme
egy bilidrdban pattog6 részecske palyajarol beszélni, ott a kaotikus viselkedés masképp jelentkezik. Bebizonyitottak,
hogy egy mikrorendszernél a kaotikus jelleg a rendszer energiszintjeinek spektrumaboél ismerhet6 fel. A dolgozatban
belattuk, hogy a koncentrikus elrendezés valéban nem kaotikus.

A dolgozatban elért eredmények kisebb modositéssal atvihetSk egy mésik rendszerre, az un. mezoszkopikus gyirire.
Magneses térbe helyezve a gytrtt, allandosult aramokat figyeltek meg benne. A rendszer méagneses szuszceptibilitasat
mérték, melyet elméleti tton is meghataroztak, de az elméleti érték két nagységrenddel (!) kisebb a mért értéknél.
Ezt a furcsasagot a 90-es évek elején kezdték el vizsgalni, és azota sem talaltak kielégits elméleti magyarazatot ra.
A szuszceptibilitas fligg a rendszer allapotsiirtiségétsl. Sejtésiink alapjan az allapotstirtiségben felléps szingularitasok
(amikre itt nem tudtunk kitérni) magyarazatot adhatnak a meglepd kisérleti eredményekre.



