1. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket:
9 5 13+ 2 18

= — N b 2 2 - i == U. 11
a) x2—16+4—x+x+4 gt ) 2cos®x —3sinx =0 (11 pont)
Megoldas. a) z € R\{—4;4}.
Alakitsuk, rendezziik az egyenletet:
9 5 13+ 18

_ -0
2 — 16 3:—4+a:—|—4+:1:+4 ’

Szorozzuk mindkét oldalt (z* — 16)-tal:
9—5(x+4)+ (x+31)(xr—4)=0, azaz x°+222—135=0,

amibdl z1 = 5, o = —27.

Az értelmezési tartoméanyon ekvivalens atalakitasokat hajtottunk végre, igy a kapott két szam valoban megoldéasa
az egyenletnek.

b) Mivel cos® & = 1 — sin? z minden valés z esetén, azért az egyenletet

2(1 — sin? ) — 3sinz =0

alakban is irhatjuk. Ezt rendezve kapjuk:
2sin®z + 3sinz — 2 = 0.

1
A masodfoku egyenlet két gyoke 3 és —2. A sinz nem lehet —2, ezért:

1 5
Sinx=§, $1=g+2k1ﬂ', ki € Z; 1'2:%4-2]{5271', ko € 7.

2. Egy 32 lapos magyar kdrtydbdl 2 lapot hizunk. A hizds sorrendjét nem vesszik figyelembe.

a) Hdny kilonbézd lappdrunk lehet?

b) Hdny olyan lappdr van, amelyben van makk?

c) A teljes kdrtyacsomagban hdny kilonbozd sorrendben lehetnek a piros lapok?

d) Mekkora a valdszinisége annak, hogy a megkevert teljes kdrtyacsomagban az elsd két helyen nincs piros lap?
(12 pont)

Megoldas. a) Mivel

32\  32.31
= T — 496
(2> 2 7

azért 496 kiillonboz6 lapparunk lehet.
b) Egyszeriibb Osszeszamolni, hogy hany lappar nem tartalmaz makkot. Mivel a 32 lap koziil 8 makk, azért a

24 B
maradék 24-bdl valasztunk ki kettdt, ezt ( 2) = 276-féleképpen tehetjilk meg. Igy azoknak a paroknak a szdma,

melyekben biztosan van legalabb egy makk: 496 — 276 = 220.
¢) A 8 kiilonboz6 piros lap sorrendje 8! lehet.
d) Az Gsszes eset szama: 32! A kedvezs esetek szama: 24 - 23 - 30! Vagyis a keresett valoszintiség:
2423

53y = 0:556.

3. Egy vdllalatndl jutalomosztaskor a jutalom d6sszegét hat ember kézétt 1 :2:3 :4:5:5 ardnyban akarjdk szét-
osztani. Idokozben kiderilt, hogy az egyik dolgozd, aki a pénz 25%-dt kapta volna, nem tett eleget a kivetelményeknek.
Ekkor a neki szdnt 225 000 Ft-ot dgy szerették volna szétosztani az ot ember kozott, hogy a kiosztolt dsszegek egymas
kozotti ardnya ne vdltozzon meg. Mekkora dsszeget kap az 6t ember kilon-kilon? (14 pont)

Megoldas. A kiosztand6 Osszeg legyen = Ft. Ezt 1 +2 +3 +4 + 5+ 5 = 20 részre kellett volna szétosztani,

. ol Sk r x 3r r r T X
agyis a dolgozék —, —, —, —, —, —, —
vagy 8OO 50° 10" 20° 5’ 5’ 4 4 _ _
x =900000 Ft. Az 1:2:3:4:5 ardnyokat megtartva az 5 ember esetén 15 részre kell szétosztani ezt az Gsszeget.

2 4
%, 1—”; g 1—? g Gsszeget fognak kapni, ami 60 000 Ft, 120 000 Ft, 180 000 Ft, 240 000 Ft és

Osszeget kaptak volna. Tudjuk, hogy % = 225 000 Ft, azaz a teljes Osszeg

Vagyis az emberek
300 000 Ft.



4. Egy 10 egység oldali négyzet A csicsa az origo, egyik oldaldnak meredeksége pedig 2. A négyzet az x tengely
felett helyezkedik el.

a) Adjuk meg a négyzet csicsainak koordindtdit pontosan.

b) Tikrézzik a négyzetet az x tengelyre. Mik lesznek a tikrozott négyzet csicsainak koordindtdi?

¢) Mekkora a teriilete a koordindtatengelyekkel parhuzamos oldali legkisebb téglalapnak, amelyet a két négyzet kiré
irtunk? (14 pont)

Megoldas. a) Mivel az AB oldal hossza 10, és az origon atmend, 2 meredekségii egyenesre illeszkedik, azért a
B(by;by) pont koordinataira: by = 2by. A Pitagorasz-tétellel ezt kifejezve: 10? = bf + (2b1)2, melybdl b = 2v/5.
A B pont, illetve az 1@ vektor koordinatai: (2\/5;4\/5).
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Az AC vektor merdéleges az AL vektorra, ezért 1@( —4v/5;2V/5). Mivel

I
azért D( —2v5;6V5).

b) Az x tengelyre tiikrozéskor csak a masodik koordinatak elGjelét kell megvaltoztatnunk:
E(2V5;—4v5); F(—2v5,-6V5); G(—4v5;—2V5).

¢) A téglalap méreteit a két négyzet csicspontjainak koordinataibol kapjuk. Az x tengely irdnyt oldal hossza 6\/5,
mig az y tengely irdnyd oldal hossza 12V/5.
A téglalap teriilete: T = 6v/5 - 12v/5 = 360.

II. rész

5. Adott egy O kiozéppontu 5 cm sugari kér. Legyen a kor AB dtmérdjének B ponton tili meghosszabbitisan B-tdl
5 cm-re a C pont. Ebbdl a pontbdl hizzunk érintdt a korhoz, ezen az érintési pont legyen E.

a) Igazoljuk, hogy az ACE hdromszog egyenld szdri.

b) Szdamitsuk ki az ACE hdromszdg oldalainak hosszdt, szégeinek nagysdgdt.

¢) Mekkora az ACE hdromszdg terilete?

d) Szamitsuk ki az ACE hdromszigbe irhaté kor sugardnak a pontos értékét. (16 pont)

Megoldas. a) A feladat szovege alapjan vdzlatot készitink.




Mivel CE1LOE, azért OCE haromszog derékszogd, valamint 30° és 60° a két hegyesszogének nagysédga, hiszen a
rovidebb befogo az atfogo fele (OF = 5 cm, OC = 10 cm). A COE< = 60°-o0s kozépponti sz0g, igy a hozzatartozo
keriileti szog ennek fele: OAE< = 30°. A keletkezett haromszognek van két egyenls szoge, igy a kérdéses haromszog
valoban egyenld szara.

b) Ha két szoge 30°-o0s, akkor a szarszog 120°-0s. A haromszog alapja AC' = 15, mig a szarai az OCE derékszogi

3
haromszogbdl adoddan, ennek hosszabbik befogojival azonos hosszusiguak. Ez a CE befogd az atfogod £—szér(’ise,

vagyis a szarak hossza

AE:CE:10~§:5\/§x8,7.

ACE haromszog szogei: 30°, 30°, 120°, az alapja 15 cm, a szarai kb. 8,7 cm.
¢) Szamitsuk ki az AC oldalhoz tartozo magassagot: EF L AC és F felezGpontja az alapnak. Vagyis az EFC
haromszog is 30°, 60°-0s derékszogii haromszog, melynek a rovidebb befogdja a keresett magassag, aminek nagysaga
a szar felével egyenld.
,_ AC-EF 15-53 753

= ~ 32.5.
2 2 4 32,5

A keresett teriilet kb. 32,5 cm?.

d) Tudjuk, hogy a beirhatd kor kozéppontja a szogfelez6k metszéspontja, ezért a C csicsbol indulo szogfelezs
az FF magassaggal, mint szogfelez&vel kimetszi a beirhato kor K kozéppontjat. Ekkor a K FC haromszog 15°-os
derékszogl haromszog, melynek K F befogoja a keresett sugar, azaz KF = FC-tg15°. Az addicios tételek segitségével
szamithatunk pontos értéket:

o o o tg 45° — tg 30°
tg 15° = tg (45° — 30°) = T tgd5° tg30°

Behelyettesitve az ismert értékeket, majd gyoktelenitve:

g,
tg15° = —2- V3.
V3
L+

A keresett sugar hossza tehat pontosan 7,5(2 - \/5) cm.

3z r—1
1 1
6. a) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet: 2 - (Z) — <§) = 384.

b) Van-e valds megolddsa a 210gi 3z — log%(x — 1) = a egyenletnek, ha az a paraméter nemnegativ valds szdm?
(16 pont)

1 x—1 1 x
Megoldas. a) Tudjuk, hogy <§> =38 (5) a hatvanyozas azonossagai miatt. Tudjuk tovabbé, hogy

O (@) -G

1 xX
Az eredeti egyenletben (§> helyett y-t irva masodfoku egyenletet kapunk:

2y? — 8y — 384 =0,
melynek két gyoke y; = 16 és yo = —12.
1 x
Csak az <§) = 16 felel meg. Ezt atirva kapjuk: 273% = 2%,
Innen z = -3 Ellenérizve ez valéban megoldasa az eredeti egyenletnek.
b) Az egyenlet értelmezési tartoménya: x > 1. Az egyenlet a kovetkezs alakban is irhato:

0x:2 0x:2 1
=aqa, azaz = —.
’ r—1 4a

log% r—1
Ezt tovabb alakitva: 4%- 922 — 2z +1 = 0. Az igy kapott masodfoku egyenlet diszkriminansa: D = 1 —36-4%, ami a > 0
esetén negativ.

Vagyis a feltételek mellett nincs valés megoldasa az egyenletnek.

7. Az abran egy utszakaszon éjféltdl délig elvégzett forgalomszamldlds eredményét latjuk. A vizszintes tengelyen az
ordkat, a fiiggdlegesen szdzasokra kerekitve az elhaladd kocsik szdmdt dabrdzoltuk.
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A forgalomszdmldlo kétordnként osszesitette az ott elhaladd jarmiveket, és az igy kapott adatokat egy-eqy ordra
dtlagolva oszlopdiagramon dbrdzolta. (Az oszlopok teriletének mérdszima az adott iddintervallumban elhalado kocsik
szdmdt adja.) Az dbrdzolds utdn észrevette, hogy az egymds mellett fekvd azonos magassigi oszlopok felsd vizszintes
szakaszainak hat felezépontja illeszkedik egy paraboldra (lisd az abran). Szerinte ez a parabola valdsdigosabban mutatja
az adott utszakasz forgalmanak vdltozdsdt a megadott iddben.

a) Hdny autd haladt el a vizsgdlt udtszakaszon az adott idében a diagram szerint?

b) Ha az autdk szdmdt nem az eldbbi mddon szimoljuk, hanem a parabola alatti terilettel kozelitjik, akkor mit
kapunk eredményiil? (16 pont)

Megoldas. a) Az dbrdrdl leolvashato, hogy a kétoras intervallumokban 6ranként hany autét szamolt Gssze, ezeket
Osszegezve:
2-700+2-2-120042-2-1500 4+ 2 - 1600 = 15 400

jarmi haladt el a forgalomszamlalo el6tt.

b) A parabola alatti teriilet adja meg a keresett szamot, igy tehat a parabolat leir6 fiiggvényutasitéast kell leolvasni
a grafikonrol. A parabola lefelé nyitott, maximum pontjanak koordinatai (7;1600). Ezért a fiiggvényutasitast « +—
—a - (z —17)% + 1600 alakban keressiik, ahol az a paraméter értékét a parabola barmely pontjanak koordinatdival
szamolhatjuk, példaul Cy(3;1200)-at behelyettesitve: 3 — 1200 = —a - (3 — 7) + 1600. Ezt kiszamolva a = 25-nek
adodik. Igy a parabola egyenlete a négyzetre emelést elvégezve y = —25x2 4 350 = + 375 lesz.

Szamoljuk ki a parabola alatti teriiletet:

9 12

12
3
/(—25x2+350$—|—375): —25'%4—350'%4—375:1: =15 300.
0
0

Tehat 15 300 db auté haladt volna at az adott helyen.

8. Egy matematika versenyen 30 feladatot tiztek ki. Andrds jo megolddsainak szdma 16, mig Baldzsé 14. Megdlla-
pitottak, hogy 7 olyan feladat volt, amelyiket mindketten jol oldottak meg.

a) Hdny olyan feladat volt, amelyikkel egyikdjik sem boldogult?

b) Dénes, aki szintén részt vett a versenyen, megdllapitotta, hogy 5 olyan feladat van, melyeket mindhdrman jol
megoldottak. Dénes egyeztette megolddsait Andrdssal, majd Baldzzsal, rdjottek, hogy Andrdssal 8, Baldzzsal 9 kozds jo
megoldasuk van. Végil azt is észrevették, hogy mindegyik feladatra legalabb az egyikdjik jo megolddst adott. Kinek lett
kozilik a legtébb jo megolddsa?

c¢) Véletlenszerden kivilasztunk a 30 feladatbdl egyet. Mennyi a valdszinisége, hogy pont ketten adtak rd jé megol-
ddst? (16 pont)

Megoldas. Készitsiink Venn-diagrammot! Az dbrdrol leolvashatok a vélaszok.




a) 7 olyan feladat volt, amelyet sem Andras, sem Balazs nem oldott meg.
b) Dénes oldotta meg a legtobb feladatot, Gsszesen 19-et.
¢) Pontosan két jo megoldast 2 4+ 3 + 4 = 9 feladatra adtak.

A keresett valoszintiiség: P = 30 = 0,3.

9. Az 2> + (3p — 2)x — (Tp +2) = 0 egyenlet két gyike nem negativ, akkor tekintsiik 1gy a két szamot, mintha
egy-eqy kocka élének a hosszdt jelentené. Hatdrozzuk meg a p paraméter értékét gy, hogy a felszindsszeq minimdlis
legyen. (16 pont)

Megoldas. Els6 1épésként meg kell vizsgalnunk, hogy van-e az eredeti mésodfoku egyenletnek megoldasa, vagyis
vizsgaljuk meg, hogy D > 0 mely p paraméter értékek esetén teljestil.

8\? 44
D—(3p—2)2—|—4(7p—|—2)—9p2—|—16p—|—12—<3p—|—§) + 5

amirdl 1atszik, hogy p barmely értékére pozitiv, vagyis az eredeti masodfokt egyenletnek mindig van két megoldésa.
Masodik lépésként vizsgaljuk meg, hogy milyen p esetén lesz mindkét gyok nem negativ. Ehhez az x1 + 29 =
2

—(3p—2) > 06és 1290 = —(Tp+ 2) > 0 feltételeknek kell teljesiilni, azaz p < —5

A kockak felszindsszege: A1 + Ay = 627 + 625 = 6[(21 + 22)? — 21172, melybdl a Viete-formulék felhasznalasdval
a kovetkez6 kifejezést kapjuk:
1\ 71
<3p + —> +

A+ A, =6[3p—2)"+2(Tp+2)] =6(9p° +2p+8] =6 3 5

1 2
Ez p = -3 esetén lenne minimalis, de most tudjuk, hogy p < —7

2
A masodfoku fiiggvény tulajdonsagainak ismeretében a keresett szam: p = —=



