A kovetkezskben a matematikidnak tobb agaban is fontos szerepet betolts eszkozével, a Baire kategoria-tétellel és
annak néhéany alkalmazasaval ismertetjiik meg az Olvasot. A targyalasmod egyszertiségének érdekében a tétel egydi-
menzids esetével foglalkozunk részletesen, és minden felhasznalésra keriils fogalomra emlékeztetiink. A cikk elsé felében
ismertetiink néhany klasszikus kérdést, amelyeket elGszor a Baire-tétel nélkiil valaszolunk meg. A bizonyitasokban rejls
kozos Gtlet segitségével maga a tétel is konnyen fog adodni. Késgbb alkalmazasként djra megoldjuk a feladatokat, és egy
masik, a K6MalL idei els§ szamaban kitzott feladatot is. Végiil kitériink a lehetséges altaldnositasokra is. A cikkben
szereplS fogalmak és tételek részletes targyalasat illetGen ajanljuk a [2] konyvet, tovabba annak irodalomjegyzékeét,
ahol megtalalhatok a tételek eredeti forrasai.

Klasszikus példak

Nyilt, zart halmazok. A halmazok geometridbodl altalanositott tulajdonsagait vizsgald dga a matematikinak a
topoldgia. Ezek a tulajdonsagok lehetnek lokalis, azaz kornyezetbeli, és globalis, azaz egy egész halmazra kiterjedsk.
E témakor alapvetd fogalma a halmazok nyilt, illetve zart volta. A tovabbiakban a valos szamokra szoritkozunk,
ekkor egy intervallum nyilt, ha egyik végpontjat sem tartalmazza, és zart, ha mindkettSt. E specidlis eset segitségével
definialhatjuk tetszdleges halmaz nyiltsaganak, zartsaganak fogalmaét.

1. definicié. A G C R halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden = € G esetén létezik nyilt I intervallum ugy, hogy
x € I C G. Més szoval, G minden pontja koriil létezik G-beli nyilt részintervallum. Egy F' C R halmaz zdrt, ha a
komplementere, azaz R \ G nyilt. Az iireshalmaz a definiciobol adodoan nyilt és zart is egyben.

Vilagos, hogy megszamlalhatdy sok nyilt halmaz uni6ja is nyilt (ez valdjaban tetszéleges szamossagu uniora is

o0
igaz). Valoban, ha = € U G, ahol a G; halmazok nyiltak, akkor van olyan k index, hogy x € Gj. Mivel Gy nyilt
i=1
halmaz, ezért létezik x-et tartalmazo, G;-beli nyilt I részintervallum. Ekkor viszont I része a GG; halmazok uniéjanak
is.

Koénnyen lathato az is, hogy véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt. Val6ban, két nyilt intervallum metszete nyilt.
Két tetszoleges nyilt halmaz egy kézos pontjat véve (ha ilyen nincs, akkor a metszetiik az tireshalmaz, amely nyilt),
mindkét halmazban van a pontot tartalmazoé nyilt részintervallum. Ezek metszete nyilt, tartalmazza a pontot és része
a két halmaz metszetének. Innen indukcioval adodik tetszGleges véges sok nyilt halmaz metszetének nyiltsaga.

Zart halmazokra analdg tulajdonsagokat fogalmazhatunk meg, ha az elbbi érvelésekben a nyilt halmazokat ,ki-
cseréljiik” a komplementeriikre, amelyek zart halmazok. Igy kapjuk, hogy megszamlalhaté sok zart halmaz metszete
zart, tovabb4 véges sok zart halmaz unidja zart.

n'n
intervallumokat, minden pozitiv egész n-re; ezzel megszamlalhatéan végtelen sok nyilt halmazt adtunk meg, amelyek
metszete a csak nullabol 4ll6 egyelemd halmaz, ami nem nyilt.

A fentiek alapjan felvet&dik a kérdés, hogy vajon melyek azok a halmazok, amelyek elGallnak megszamlalhato sok
nyilt halmaz metszeteként, illetve melyek azok, amelyek el6allnak megszamlalhatd sok zart halmaz egyesitéseként.
Specidlisan:

11
Végtelen sok nyilt halmaz metszete azonban mar nem feltétleniil nyilt. Tekintsiik ehhez példaul a (——, —) nyilt

1. kérdés. Van-e megszamlalhato sok nyilt halmaz, amelyek metszete a raciondlis szamok halmaza?

Jegyezziik meg, hogy ha egy halmaz el6all megszamlalhato sok nyilt halmaz metszeteként, akkor a komplementere
felirhat6, mint megszamlalhato sok zart halmaz egyesitése. A raciondlis szamok halmaza elall megszamlalhato sok zart
halmaz egyesitéseként, hiszen el6all egyponti, egy-egy racionalis szamot tartalmazo6 zart halmazok uniojaként. Igy az
irraciondlis szamok halmaza megegyezik az egy-egy racionalis pont elhagyasaval keletkez6 nyilt halmazok metszetével.

Folytonossag. A fliggvények tanulmanyozasa soran elSkeriilé fogalmak koziil az egyik legelsé a folytonossag fo-
galma.

2. definicié. Egy f: R — R fiiggvény folytonos az xo € R pontban, ha minden £ > 0 (altalaban elég kicsi) szamhoz
van olyan ¢ szam, hogy | flx)—f (xo)} < g, valahanyszor |z — x| < §. Mas szoval, ha ,elég kozel vagyunk” xo-hoz,
akkor a fiiggveényeértékek elég kozel lesznek” f(xzq)-hoz.

Vannak nem folytonos fiiggvények, s6t vannak olyanok is, amelyek ,nagyon sok” pontban nem folytonosak. Dirichlet-
t6l ered a kovetkezo fiiggvény:

D(x) 1, ha z racionalis,
x) =
0, ha x irracionélis.

lMegszémlélhat() sok halmaz kifejezésen roviden azt értjiik, hogy a szoban forgd halmazok megszamozhatok a pozitiv egész szamokkal,
beleértve a véges sok halmaz esetét is.



Vilagos, hogy ez a fliggvény sehol sem folytonos, hiszen barmely intervallum tartalmaz raciondlis és irraciondlis szamot
is (ezt gondoljuk meg). Egy maésik kozismert fiiggvény, amely (a nélunk elterjedt Riemann-fiiggvény elnevezéssel
ellentétben) Carl Thomae-t6l szarmazik, a kovetkezd:

1 m

—, haz=— n>0, m,n€Zés a tort nem egyszerisithetd,
R(z):=4qn n

0

ha z irracionélis.

1. feladat. Igazoljuk, hogy a Thomae-fiiggvény az irracionalis pontokban és a O-ban folytonos. (Utmutatas: egy
irracionalis szdmhoz ,elég kozel” 1évE racionalis szamok nevezSje nagy.)

Vil4gos, hogy a Thomae-fiiggvény 0-beli értékének tetszdleges modositasaval olyan fiiggvényt nyeriink, amely pon-
tosan az irraciondlis pontokban folytonos. Ennek alapjan felmeriilhet a kérdés, hogy altaldban egy f: R — R fiiggvény
folytonossagi pontjai milyen halmazt alkothatnak. Speciédlisan (a Thomae-fiiggvény mintéjara):

2. kérdés. Van-e olyan f: R — R fiiggvény, amely pontosan a raciondlis pontokban folytonos?

Pontonkénti konvergencia. Fiiggvényekbdl allo sorozatoknak tobbféle konvergenciajat értelmezhetjiik, és az
igy kapott fogalmakkal kapcsolatban sok érdekes kérdés vetddik fel. Mi az alabbiakban a pontonkénti konvergencia
fogalméra emlékeztetiink.

3. definici6. Adott az f,,: R — R fliggvényekbdl allo (f,,) fliggvénysorozat. Ekkor az ( f,,) sorozat pontonként kon-
vergens, ha létezik f: R — R fliggvény ugy, hogy minden x € R esetén f,(z) — f(x). Ekkor a sorozat hatarfliggvénye
f (amely egyértelnt, ha létezik).

Adott tulajdonsagu f, fliggvényekbdl képezett pontonkénti sorozatok esetén altalaban érdekes, és nem mindig
egyszerd kérdés, hogy a kapott hatarfiiggvények milyen tulajdonsiguak lehetnek. Példaul milyen f: R — R fiiggvények
allnak el6 valamilyen folytonos fliggvényekbdl all6 sorozat pontonkénti hatarfiiggvényeként? Specialisan:

3. kérdés. Elsall-e a Dirichlet- vagy a Thomae-fiiggvény folytonos fiiggvények sorozatanak pontonkénti hatarér-
tékeként?

Egy K6MalL-feladat. Az idei januéri szimban volt kittizve a kovetkezd feladat, amely az 1997 évi 1. szam feladatai
kozott is szerepelt, és a megoldasa az 1997. évi 5. szam 293-294. oldalan olvashatoé.

2. feladat. Az f: R — R fliggvény folytonos, és tetszéleges a > 0 valos szamra az f(a), f(2a), f(3a),... sorozat
0-hoz tart. Igazoljuk, hogy

le f(z)=0.
Valaszok

Ebben a szakaszban megvalaszoljuk az el6bbi részben feltett kérdéseket, amelyek, amint azt latni fogjuk, szoros kap-
csolatban allnak egymaéssal. A bizonyitasaik hasonlé 6tleten alapulnak, amely latszolag kihasznélja, hogy a racionalis
szamokkal kapcsolatosak a kérdések. Késgbb azonban a Baire-tételt is sikeriil hasonlé gondolatmenettel belatnunk.

1. allitas. Nem léteznek olyan G; CR (i =1,2...) nyit halmazok, amelyekre ﬂ G; =Q.
i=1

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy ﬂ G; O Q. Megmutatjuk, hogy ekkor a GG; halmazok kozos
i=1

része sziikségképpen tartalmaz irracionélis szamot is. Ehhez rekurzivan definidlunk harom sorozatot, mégpedig (g;)

raciondlis, (NV;) pozitiv egész és (I;) intervallumsorozatot. Legyen a ¢; tetszleges raciondlis szédm, ekkor, mivel ¢;

eleme a (G nyilt halmaznak, létezik N7 € N dgy, hogy I; := [ql — 107N g + 10*N1] C G;. Tegyliik fel, hogy adott

i-re g; és N; mar definialt. Legyen g;11 = ¢; + 10~ Ni=1. Mivel @i+1 racionélis, benne van a G;11 NG; N ... NGy nyilt

halmazban, ebbdl kovetkezGen létezik N;y1 > 2N; ugy, hogy ;41 = [qi+1 - 1O_N”1,qi+1 + 10_N”1] C Giy1N...NGy.

Vegylik észre, hogy a (g;) sorozat monoton nd, tovabba egy — héanyadost mértani sor 6sszegével feliilrsl becsiilhetd,

ezért konvergens, hatarértéke legyen ¢q. Vilagos, hogy ¢ tizedestort alakja csupa 0, 1 jegyekbdl &ll, s6t gondoljuk meg,
hogy az i-edik 1-est éppen (N; — 1 — N;_1) darab 0 szamjegy koveti. Ekkor az N;-k véalasztasa miatt az egymaéast kovetd
0 szadmjegyek szdma smgoruan monoton ng, igy ¢ tizedestort alakja nem periodikus, tehat ¢ irracionélis. Ezenkiviil

nyilvanvalé, hogy ¢ € m I; C m G;. Ezzel belattuk, hogy a metszetben van irracionalis szam is. [
i=1 i=1

2. allitas. Nem létezik olyan f: R — R fiiggvény, amely pontosan a raciondlis pontokban folytonos.



A Dbizonyitas vazlata. Belatjuk, hogy ha f minden racionalis pontban folytonos, akkor van olyan irracionéalis
pont is, ahol folytonos. Rekurzivan két sorozatot definidlunk, mégpedig a (g;) racionalis és az (IV;) pozitiv egész

1
szdmokbol &llo sorozatot. Legyen q; = 0 Mivel f folytonos ¢i-ben, létezik N1 € N ugy, hogy ‘f(:E) — f(ql)‘ <1,

ha |z — q1| < 107N, Tegyiik fel, hogy adott i-re ¢; és N; mar definialt. Legyen ekkor ¢;41 = ¢; + 10771 Mivel f

1
folytonos g;+1-ben, létezik N;11 > 2N; ugy, hogy ‘f(x) - f(qi+1)| < 1 valahanyszor |z — gi41| < 107N+ A (¢;)
i

sorozat hatarértékében f folytonos. [O
3. feladat. Fejezziik be a 2. allitas bizonyitasat!
3. allitas. A Dirichlet-fiigguény nem dll eld, mint folytonos fiigguények sorozatdinak pontonkénti hatdrértéke.

4. feladat. Lassuk be a 3. allitast! (Utmutatas: indirekt okoskodassal definidljunk rekurzivan harom sorozatot,
ezek koziil az egyik legyen olyan (g;) raciondlis szdimokbol all6 sorozat, amelynek hatarértékében nem fog teljesiilni a
pontonkeénti konvergencia.)

4. allitas. Létezik folytonos fiigguényekbdl dllo pontonként konvergens fiigguvénysorozat, amelynek pontonkénti ha-
tarfiggvénye a Thomae-fiigguény.

5. feladat. Adjunk meg olyan folytonos fiiggvényekbdl allo fiiggvénysorozatot, amely pontonként konvergal a
Thomae-fiiggvényhez. (Utmutatés: készitsiink el6szor olyan sorozatot, amely az egész pontokban konvergél a fiigg-
vényhez, a tobbi pontban 0-hoz tart; ezutan készitsiink olyan sorozatot, amely a 2 nevez§jd tortekben — beleértve az
egész szamokat is — kozeliti a fliggvényt; ezutdn mar a 3 nevezgji tortekben is konvergaljon a sorozat, és igy folytassuk
ezt az eljarast.)

Annak indokat, hogy a Dirichlet-fliggvény nem, a Thomae-fliggvény viszont el6all pontonkénti hatarfiiggvényként,
késébb a Baire-tétel alkalmazasaként fogjuk latni, most egyelére fogadjuk el (és lassuk be) az allitasokat.

Vegyiik észre, hogy a fenti bizonyitasok alapgondolata, hogy (hasonlé érvelések alapjan) rekurziv modon definial-
tunk sorozatokat. Ezek utan nem meglepd, hogy a 2. feladat bizonyitasa is hasonlé médon torténhet. A megoldas elGtt
emlékeztetiink egy fontos Osszefiiggésre.

4. definicié (Cantor-axioma). Ha adottak az (I,,) nemiires zart intervallumok ugy, hogy I,41 C I,, minden n-re
(azaz az intervallumok egyméasba vannak skatulyédzva), akkor a k6z0s résziikk nemiires.

A 2. feladat megoldasa. Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy lim f(x) # 0. Ez azt jelenti, hogy létezik ¢ > 0
xr—r 00

szam és (x;) végtelenhez tarto sorozat ugy, hogy ] f (xl)] > ¢ minden i-re. Ekkor az f fliggvény folytonossaga miatt
minden i-re létezik §; > 0 4gy, hogy minden = € I, := [z, — dp, 2y + 0,] esetén ]f(x)‘ > ¢ (ezt gondoljuk meg).
A tovabbiakban rekurzivan definidlunk két sorozatot, egy nemdiires, nem csak egy pontbol allo zart intervallumokbol
allo (J;), és egy pozitiv egészekbdl allo (k;) sorozatot Ggy, hogy minden i-re k;J; C I,, valamilyen n-re.

Legyen J; = I; és k1 = 1. Tegyiik fel, hogy J; = [¢,d] és k; mar definidlva van. Tekintsiik ekkor a J;,2J;,3J;, . ..

d
intervallumokat (ahol mI = [ma, mb], ha I = [a,b]). Ha k > T akkor kc < (k — 1)d, vagyis a (k — 1)J; és kJ;

d
intervallumok egymasba érnek. Ez azt jelenti, hogy a J;,2J;,3J;, ... intervallumok lefedik a [dc—, oo) félegyenest,
— C
méghozza ugy, hogy a félegyenes minden belsé pontja valamelyik k.J;-nek is bels6 pontja (azaz nem intervallumvégpont).
d
Valasszunk most egy n-et, amelyre x,, > max (id, dc_) (ilyen van x; — oo miatt) és legyen k; 11 olyan pozitiv
— C
1
egész, amelyre x, belsé pontja k;i1J;-nek. Az x,, > i - d feltétel miatt k;11 > i+ 1. Végiil legyen J; 11 = J; N Fji'

1+1
Tn

belsé pontja J;-nek és
i+1 i+1

Ekkor J;;+; nemiires és nem egypontd, hiszen Ji-nek is. Vilagos, hogy J;+1 C J;,

tovabba ki—i—lJi—i-l c I, és k; — oo.

A Cantor-axiéma szerint a (J;) egymasba skatulyazott intervallumok metszete nem iires, legyen ennek egy eleme
a. Mivel tetszéleges m pozitiv egészre a € Jy,, igy kma € kpmJm, ezért kypa eleme valamelyik I,,-nek, kdvetkezésképpen
| f(kma)| > €. Ez viszont ellentmond az f(na) — 0 feltételnek. [

A fenti bizonyitasok alapjan felvet6dik a kérdés, hogy nem lehet-e megfogalmazni az érvelések kozos gondolatat
egy allitasban. A valasz igen, ez az allitas a Baire-tétel, amelyet a kdvetkezd szakaszban fogalmazunk meg.

A Baire-tétel

A tétel megfogalmazasahoz vezessiik be a kovetkezs (Cantortol szarmazo) fogalmat.

5. definicié. Egy D C R halmazt sdridnek neveziink, ha minden z € R-hez és € > 0 szamhoz van olyan y € D,
amelyre |x — y| < €. Mas szoval, barmely valos szamhoz ,barmilyen kozel” talalhaté D-beli elem.



Vilagos, hogy a racionélis, és az irraciondlis szamok halmaza is stird. A strd halmazokrol szol a kovetkezs alapvetd
tétel.

1. tétel (Baire). Megszamldlhato sok sird nyilt halmaz metszete is sdrd.

Bizonyitas. Legyen (G;) stri nyilt halmazokbol all6 halmazsorozat R-ben. Rogzitsiink egy z valos és egy € > 0

o0

szamot. Be kell latni, hogy van olyan y € m G;, amelyre |z — y| < . Mivel G; strd halmaz, azért létezik olyan
i=1

x1 € GG1, amely kisebb, mint rg = ¢ tavolsagra van az o = x ponttdl, azaz

z1 € G1 N (,TO —79,To + T‘o).
Tovabba, mivel G nyilt, létezik 0 < r; szam 1ugy, hogy
[x1 — 71,21+ 7] CGiN(z—19,2+170).
Ha mar adottak az z; és r; szdmok, akkor az elbbi gondolatmenet alkalmazasaval kapjuk x;i-et és r;y1-et, amelyekre
[Tiv1 — Tiv1, Tig1 +7rig1] C Gy N (w5 — 14, 15 + 1),
A rekurzidval egyméasba skatulyazott nemiires zart [x; — r;, 2; + r;] intervallumok sorozatat kapjuk. A Cantor-axiéma
oo
szerint létezik y € ﬂ[xl —ry,x; + 7). Ekkor |z —y| <rg=e. O
i=1
A nyilt és zart halmazok komplementer tulajdonsagabol adodik a kovetkezd, zart halmazokra vonatkozd analodg
allitas.
1. kovetkezmény. Ha a valos szamok halmaza eldall megszamldlhato sok zart halmaz egyesitéseként, akkor azok
kozil legaldbb az egyik tartalmaz nemires nyilt halmazt (és igy egy nemires nyilt intervallumot is).

Bizonyitas. Ha az F,, zart halmazok egyesitése R, és egyikiik sem tartalmaz valodi (nyilt) intervallumot, akkor
a komplementer G, halmazok strtiek és nyiltak (gondoljuk meg). Az 1. tétel szerint a G,, halmazok metszete str,
tehat nem lehet {ires, ekkor viszont az F;, halmazok nem fedhetik le az egész szdmegyenest.

Az 1. tétel a nevét R. Baire-rdl kapta, aki 1899-ben bizonyitotta. 2 évvel Baire el6tt W. F. Osgood a kovetkezs
tételt latta be (lasd a [4] monografiat), amely a Baire-tétel el6zményének tekinthetd.

2. tétel. Tegyiik fel, hogy az (a,b) C R intervallumon folytonos figguényekbdl dllé (f,) sorozatra teljesiil, hogy
minden t € (a,b) esetén az (fn (t)) valds sorozat korldtos (azaz a fiiggvénysorozat pontonként korlatos). Ekkor (a,b)-
nek van olyan (c, d) részintervalluma, amelyen a fiigguénysorozat korldtos, azaz létezik K > 0, hogy fn(t) < K minden
t € (¢,d) esetén (azaz a fiigguénysorozat egyenletesen korlatos (¢, d)-n).

6. feladat. Igazoljuk Osgood tételét! (Utmutatas: a korabbi bizonyitasokhoz hasonlé gondolatmenetet alkalmaz-
zunk.)

Alkalmazas

Ebben a szakaszban a Baire-tétel alkalmazasaként tjra megvalaszoljuk a kordbban feltett kérdéseket.
Az 1. kérdés egy masik bizonyitasa. Vezessiik be a kovetkezs két fogalmat.

6. definicid. Egy halmazt G5 halmaznak hivunk, ha el6all megszamlalhato sok nyilt halmaz metszeteként. Ha egy
halmaz el6all megszamlalhato sok zart halmaz egyesitéseként, akkor F,, halmaznak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy egy Gs halmaz komplementere F,, halmaz és forditva. Ezenkiviil megszamlalhaté sok G5 halmaz
metszete is Gs halmaz, valamint megszamlalhaté sok F, halmaz uni6ja is F, halmaz. Ahogy korabban megjegyeztiik,
a raciondlis szamok halmaza F,, az irracionalis szamok halmza pedig Gs halmaz. Ennek a forditottja azonban nem
igaz.

3. tétel. A raciondlis szaimok halmaza nem Gs, az irraciondlis szimok halmaza pedig nem F, halmaz.

Bizonyitas. Ha a racionalis szamok halmaza elGallna megszamlalhaté sok nyilt halmaz metszeteként, akkor az
irraciondlis szamok halmaza el6allna, mint megszamlalhato6 sok zart halmaz uniéja. Ekkor viszont a racionélis és irra-
ciondlis szamok halmazanak uni6ja, az egész szidmegyenes felirhaté lenne megszamlalhaté sok zart halmaz uniojaként
(hiszen a racionélis szamok is elGallnak megszamlalhato unioként). Az 1. kévetkezmény szerint ebben az esetben a
zart halmazok legalabb egyike tartalmaz nemdiires nyilt intervallumot. Ez viszont lehetetlen, mert sem az egypontd
halmazok, sem pedig az irraciondlis szdmok halmaza nem tartalmaz nyilt intervallumot (hiszen barmely nemiires nyilt
intervallumban van racionalis szam is).



A 2. kérdés egy masik bizonyitasa. Meglepd modon egy f: R — R fliggvény folytonossagi pontjainak halmaza
altalanosan jellemezhetd az el6zé pontban bevezetett Gs halmazok segitségével.

4. tétel. Minden valds fiigguény folytonossdgi pontjainak halmaza eldall, mint megszdmldlhato sok nyilt halmaz
metszete, tehdt Gs halmaz.

Bizonyitas. ElGszor jegyezziikk meg, hogy egy valés f fiiggvény folytonossaga egy xo pontban a kovetkezdt is
jelenti: minden ¢ > 0-hoz létezik § valos szém gy, hogy |f(z) — f(&)| < e, valahanyszor |z — zo| < 6 és |& — zo| < 0.

€
Valoban, T = xy valasztassal visszakapjuk a 2. definiciot. Méasrészt, a 2. definiciéban §—héz valasztva J-t,

- ~ e €
[#2) = F@)] < |£(@) = Fwo)| + |70 = o) < S+ 5 =<
Tekintsiik most minden € > 0-ra a kovetkezd halmazt:
G. = {3:0 €R: létezik § > 0 tgy, hogy | f(z) — f(3)| <,

valahanyszor |z — zg| < 0 és |Z — o] < 5}.

A folytonossag el6bbi atfogalmazéasabol adoddan ﬂ G éppen az f fliggvény folytonossigi pontjainak a halmaza.

e>0

Masrészt minden € > 0 esetén G. nyilt halmaz. Valoban, ha xg € G. valamilyen £ > 0-ra, akkor van olyan §, hogy
|z — @o| < és |& —wo| < & esetén |f(x) — f(&)| < e. Ekkor (zo — 8,20 + 0) C G, hiszen barmely y € (zo — 8, 20 + 0)
esetén elég kis d-ra az y koriili (y — 6,y +0) C (w0 — 8, 29 + 6) intervallumban 1év6 pontokhoz rendelt fiiggvényértékek
e-nal kevesebbel térnek el egymastol (§ valasztasa miatt). Végil vegyiik észre, hogy — mivel minden pozitiv szamhoz
talalhato nala kisebb pozitiv racionélis szdm — a G, halmazok metszete ugyanaz marad, ha € csupan a pozitiv racionalis
szamokat futja be. Igy az f fiiggvény folytonossagi pontjainak halmaza el6all a nyilt G- (¢ > 0 és ¢ racionalis) halmazok
metszeteként, tehat G5 halmaz. [

Jegyezziik meg, hogy egy f: R — R fiiggvény szakadasi pontjainak (vagyis ahol nem folytonos) halmaza egy Gs
halmaz komplementere, tehat F,.

A 3. tételbdl tudjuk, hogy a racionalis szamok nem alkotnak Gs halmazt, igy nincs olyan fiiggvény, amely pontosan
a racionédlis pontokban folytonos. Ezzel az 1. kérdésre egy Gj bizonyitast nyertiink.

Az irracionélis szimok halmaza G, és a Thomae-fiiggvény egy modositasa pontosan az irracionalis pontokban foly-
tonos. Altalaban vajon minden G5 halmaz el6all valamilyen f: R — R fiiggvény folytonossagi pontjainak halmazaként?

A valasz igen. Legyen A = m G, ahol G; nyilt halmaz minden i-re, és tekintsiik az alabbi fiiggvényt:
i=1
0, haz € A,
)1
fA (:E) = n

, ha x racionalis, és n a legkisebb egész, amelyre x ¢ G,

1
——, ha zx irracionélis, és n a legkisebb egész, amelyre x ¢ G,,.
n

7. feladat. Mutassuk meg, hogy a fent értelmezett f4 fliggvény pontosan az A halmaz pontjaiban folytonos.

A 3. kérdés egy masik bizonyitasa. Az elbbiek alapjan mar nem meglepd, hogy a folytonos fliggvényekbdl allo
fliggvénysorozat hatarfliiggvényeként el6allo fliiggvények bizonyos tulajdonsagai kapcsolatban allnak a G5 halmazokkal.
Ez a bizonyos tulajdonsig a kovetkezd fogalommal van Osszefiiggésben.

7. definicié. Egy f: R — R fiiggvény szinthalmazainak az {x € R: f(z) = ¢} alakt halmazokat nevezziik, ahol
¢ valos szam. (Méas szoval az ugyanazon fliggvényértékhez tartozo fliggetlen valtozok alkotnak egy szinthalmazt.) Az
alsd szinthalmazok az {z € R: f(x) < c} alaku, a felsd szinthalmazok az {x € R: f(z) > ¢} alakd halmazok.

5. tétel. Ha egy f: R — R fiigguény elddll folytonos fligguényekbdl dllo fiigguénysorozat pontonkénti hatdrfiggué-
nyeként, akkor a 7. definicioban értelmezett szinthalmazai G5 halmazok.

Bizonyitas. Legyen c rogzitett valos szam. Vegyiik észre, hogy
{z: f(x) =c} ={z: f(z) > c}n{az: f(z) <c},

igy elég beldtni, hogy példaul az {z: f(z) > ¢} halmaz G;5. Gondoljuk meg, hogy ha egy adott = pontban f(z) > c,
e >0¢és fulx) = f(z) (n = o0), akkor sziikségképpen elég nagy n-re f,(x) > ¢ — € (ellenkez§ esetben mindig lesz
(¢ — &)-nél nem nagyobb elem az f,(x)-ek kozott, és igy a hatarérték nem lehet legalabb ¢). Ennek alapjan kénnyen
lathato, hogy

(1) {2 f(z) > ¢} = ﬁ ﬁ {x: fn(;v)>c—%}.

i=1 n=j;



1
Vegyiik észre, hogy az {x: fo(x) >c— ;} halmazok nyiltak minden n-re és i-re. Valoban, f, folytonos fiiggvény,

1 1

igy fn(x) > ¢ — = esetén az x koriili elég kis intervallumban is | ¢ — —_)—nél nagyobbak lesznek a fiiggvényértékek.
i i

A fenti (1) elsallitas alapjan kapjuk, hogy az {x: f(z) > c} szinthalmaz el6all megszamlalhat6an sok nyilt halmaz

metszeteként, tehat G5 halmaz. [

1
Vil4gos, hogy a Dirichlet-fiiggvénynek az {3:: D(z) > 5} fels szinthalmaza a racionélis szamok halmaza, amely

nem G halmaz, vagyis nincs olyan folytonos fiiggvényekbdl allo fiiggvénysorozat, amely pontonként konvergéilna a
Dirichlet-fiiggvényhez.

A folytonos fiiggvényekbdl allo fiiggvénysorozatok pontonkénti hatérértékeként elgalld nem folytonos fiiggvények
halmazat Baire 1 osztalynak szokas hivni. Altaldban Baire n osztalyt fiiggvények azok, amelyek elGallnak Baire (n—1)
fiiggvényekbdl allo fliggvénysorozat pontonkénti hatarfiiggvényeként, és nincsenek a Baire (n — 1) osztalyban. Megmu-
tattuk, hogy Baire 1 fiiggvény szinthalmazai G5 halmazok, igy a Dirichlet-fiiggvény nem Baire 1. A Thomae-fiiggvényt
viszont el tudtuk allitani pontonkénti hatarfiiggvényként.

A Baire 1 fliggvényeket az alabbi tétel jellemzi.

6. tétel. Egy fiiggvény pontosan akkor Baire 1 osztdlyi, ha bdrmely nemiires nyilt intervallumra vald leszikitése
tartalmaz folytonossdgi pontot.

A bizonyitasra nézve lasd a [3] jegyzetet, vagy az [1] konyv II. kétet VI. 9. g szakasz 16. és 17. feladatait, de a
tétel ,akkor” irdnyaval az Olvasd is megprobélkozhat. A tétel alapjan vilagos, hogy a Thomae-fiiggvény Baire 1, a
Dirichlet-fliggvény nem. Beldthaté azonban, hogy a Dirichlet-fliggvény a Baire 2 osztalyban van.

8. feladat. Igazoljuk, hogy
D(z) = lim ( lim coszn(k!mc)>.

k—o00 \ n—oo

Altaldban igazolhat6, hogy a Baire n osztalyok nem iiresek. A témarél bGvebben lasd a [3] jegyzetet.

A 2. feladat egy masik bizonyitasa. Legyen € > 0 és definidljuk a kovetkez6 halmazokat n = 1,2, ... esetén:

H, = {;v >0: }f(k:t)’ <eminden k€N, k>n esetén}.

Mivel f folytonos, igy a H,, halmazok zartak (ezt gondoljuk meg). Masrészt a tétel feltételébdl kovetkezGen U H;, =R.
Az 1. kdvetkezmény miatt van olyan n index, amelyre a H,, halmazban van nemiires nyilt halmaz, és ié;yllegalébb
egy nemiires (a,b) nyilt intervallum is. Ez azt jelenti, hogy ‘f(kx)‘ < ¢ minden x € (a,b) és k > n esetén. Az el6z6
bizonyitasban alkalmazott gondolatmenet alapjan elég nagy n esetén a K,, := {kw: x € (a,b),k>n, ke N} halmazok
egymasba metszenek, vagyis egyesitéseik lefednek egy (¢, o) félegyenest, ahol ¢ alkalmas elég nagy szam. Ekkor y > ¢
esetén y eleme valamelyik K,-nek, igy |f(y)| < e, mas széval ml;n;o flxy=0. O

Altalanositas
A Baire-tétellel kapcsolatban szokas bevezetni néhany fogalmat, amelyet az egyszertiség kedvéért a kordbbiakban

kihagytunk.

8. definici6. Egy H C R halmazt seholsem stdrinek hivunk, ha minden I C R nyilt intervallumban létezik x € R,
x ¢ H ugy, hogy alkalmas r > 0 szdmmal az (x — r,z + r) intervallumban nincs H-beli elem. Mas széval a halmaz
semmilyen nyilt intervallumban sem str.

Seholsem stirt példaul egy véges halmaz, vagy az egészek halmaza. A seholsem stirti halmazokat bizonyos értelemben
»kicsi” halmazoknak gondoljuk. Ha tekintjiik megszamlalhatoéan sok seholsem stri halmaz egyesitését, még mindig ,elég
kis” halmazt kapunk.

9. definicié. Egy halmazt elsd kategoridjunak neveziink, ha el6all megszamlalhatéan sok seholsem strd halmaz

Baire tételét szokés kategoria-tételnek is hivni, ugyanis az elgbbi definicidkkal a kdvetkezéképpen is megfogalmaz-
hato.

7. tétel. A valds szdmok halmaza mdsodik kategoridju.

9. feladat. Mutassuk meg, hogy az 1. és 7. tételek ekvivalensek.



A tétel valojaban sokkal altalanosabb terekben is igaz (Gn. teljes metrikus terekben), és a bizonyitas teljesen

halmazokkal kapcsolatban ajanljuk a [3] jegyzetet.

A Baire-tétel a matematikinak az n-dimenzios tér altalanositaval definialt terek kozotti leképezések, més néven
funkcionalok vagy operéatorok elméletével foglalkozd dgaban fontos eszkozként keriil el6. 30 évvel Baire cikke utan
S. Banach vette észre, hogy az Osgood-tétel bizonyitasanak csekély modositasa révén fontos eredményre juthatunk az
operatorok sorozatainak egyenletes korlatossédgéarol, amelyet azéta Banach—Steinhaus tételeként ismeriink.
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