Az els6 egyenlet, amellyel a koordindta-geometridban taldlkozunk, az egyenes egyenlete: ax + by = c. Ennek
segitségével hatarozhatjuk meg példaul két egyenes metszéspontjanak a koordinatait: ha az egyenesek egyenlete aix +
b1y = c1, illetve asx + bey = co, akkor a metszéspont koordinatai azok az x, y szdmok, amelyek mind a két egyenletet
kielégitik, vagyis az x, y szAmpar az

@ +biy=c1

asT +bay = co

linedris egyenletrendszer megoldasa.
bal oldala kiszémolja az ismeretlen (z,y) parhoz a (c1, c2) szampéart. A feladat a megadott (c1, c2) eredményhez tartozod
par megkeresése. Vizsgaljuk meg ezt a hozzarendelést.

Az egyismeretlenes els6fokt egyenlet mintajara vezessiik be a kovetkezs jelolést: Az = ¢, ahol ¢ az adott (c1,c2)
szampart, z pedig a keresett (z,y) szampart jelenti, mindkettSt fiiggsleges”, oszlopszert elrendezésben folirva: x =
(;C), c= <21) Az A pedig az egyenletek bal oldalan all6 egyiitthatok téglalap-szerd elrendezésben: A = <Zl bl)'

2 2 02

Vegyiik észre, hogy ezzel nem csupan egy jelolést vezettiink be, amelynek révén szamok bizonyos rendszereit
mdatrizokkal (esetiinkben A, ¢, z) abréazoljuk, hanem — ezek egymas mellé irdsaval — egy miiveletet is, amely a két

sorbol és két oszlopbdl allo (roviden: 2 x 2-es) A = Zl 21) és az egyetlen oszlopbdl all6 z = ;j oszlopmadtrizokbol
2 02
kiszamolja a ¢ = ) _ (@ by oszlopmaétrixot.
= Co asx + bay

Nem kell innen tal messzire menniink ahhoz, hogy tovabbi jelenségekre bukkanjunk, amelyek ugyancsak a fenti
mivelettel irhatok le. Tekintsiik ehhez a sik kiilonféle transzformacioit: elforgatasokat, tiikkrozéseket, vetitéseket. Pontok
helyett azonban vektorokra alkalmazzuk e transzformaciokat, azaz rogzitsiink egy O origot, és a sik egy tetszGleges P
pontjara tekintsiik az (ﬁ vektort. Tudjuk, hogy a P(z,y) pontba mutato (ﬁ vektor felirhaté OP = xi+ yj alakban,
ahol 7 és j a tengelyek iranydba mutato6 egységvektorok. Ha 7 az emlitettek koziil egy olyan geometriai transzformacio,

amely az origot helyben hagyja és i-t 7’-be, j-t pedig j'-be képezi, akkor 0P — zi+yj képe i’ +yj'. Irjuk fel — OP-hez
hasonloan — az i’ és j' vektorokat is i’ = t117 + t217, j' = t12i + to2j alakban; ekkor O? képe a T transzformAcional

'T(O?) =i’ +yj = x(tii+ta1j) + y(tioi + taz)) = (t112 + t12y)i + (ta1x + t22y);. Ekkor lathato, hogy a képvektor
t11 + t12y, illetve to1x + tooy koordinataibol 4llé oszlopmatrix:

(tllx + 75129) _ (tll f12) (!E>
torw +toy)  \tortaa) \y/)’
t11 12
21 22
a koordinatait ebbsl a matrixboél és a vektor koordinataibol, matrixszorzassal kapjuk meg. Ennek a matrixnak az
oszlopai pedig éppen az 1 és a j vektorok képeként adédé vektorok.

A korabbi egyenletrendszert_ a transzformaciok nyelvén megfogalmazva lathato, hogy az egyenletmegoldas alaphely-
zetébe keriiltiink: ,Gondoltam egy (x,y) szampéart, alkalmaztam ra a transzformaciot, és a (c1, c2)-t kaptam. Melyik
szamparra gondoltam?”

Vizsgaljuk meg ezutan, hogy az ismert geometriai transzformécioknak mi a matrix alakja. A legegyszeribb talan
az orig6 kozépponta hasonloség. Ha ennek aranya A, akkor az i és j vektor egyarént a A-szoroséra valtozik, s6t minden

A T transzformécio tehat egy matrixszal — a ( ) maétrixszal — adhat6 meg, és egy tetszbleges vektor képének

vektor mindkét koordinataja a A-szorosara valtozik. Igy a matrixa (6\ 9\) és valéban:

A0N [z\ (A
03 ()= ()
Ennél kissé tobbet kell dolgozni az origd koriili forgatas matrixaért. Ha az elforgatas szoge «, akkor — a szogfliggvények
definiciéja alapjan — az i vektor képe cosai + sin«j, a matrix elsé oszlopdban tehat a cosc, sina értékek allnak.
A mésodik oszlop, a j vektor képe pedig az i képének a 90 fokos elforgatottja, ami — sin ai + cos aj. Tehat a métrixa
. alakd.
sina cosa

Miel6tt tovabbmennénk, érdemes megnézni, mi torténik, ha az « szogl forgatast kovetGen még egy [ szoggel is
forgatunk. A két forgatast egymaés utan végrehajtva Osszesen o + 5 szoggel forgattunk, ennek a transzformécionak
cos (@ + B) —sin(a + B)
sin (o + B) cos(a+ B)

cosa —sina\ (x\  [cosa-x —sina-y ba
sina cosa y) \sina-z+cosa-y

(cos o —sinao

a matrixa az el6bbiek szerint ( ) Masrészt az a-val torténd elforgatas az (:;) -t a fentiek

szerint



viszi, ezt pedig a [ szogl forgatés

cos 3 —sinf3 cosa —sina\ [z _ (cosfB —sinf\ [cosa-x—sina-y\
sinf cosf sina cosa y " \sinB cospf sina-x+cosa-y)
(cos B cosa — sin Ssin o)z — (cos B sina + sin 5 cos )y
= . . . . -ba
(cos B sina + sin B cos o)z + (— sin B sin a + cos § cos o)y

Mivel ez éppen
cos(a + B) —sin(a+ B)\ (x\ _ (cos(a+ B)z —sin(a + B)y
sin(a + ) cos(a+ 8) y)  \sin(a+ B)x + cos(a + By )’

a kapott azonossaghol leolvashatok a szinusz- és koszinuszfiiggvényre vonatkozo6 addiciés képletek. Ezen tilmenGen az
cosa —sina (cosﬂ —sin

sino cosa sin B cos 3 ) mdtrizok szorzatdt, ha azt akarjuk, hogy

is kideriil, hogyan célszertd értelmezni a (

cosa — sin o

x . . X L
azzal megszorozva az (y) oszlopot ugyanazt kapjuk, mintha (y) -t el6bb (sina cos o

(cos [ —sin 8

)—Val, majd a kapott oszlopot

sin 3 cos B >—va1 szoroznank meg; igy a két 2 x 2-es matrix szorzatara kapott definicié:

cos B —sinf3 cosa —sina def.

sin3 cosf3 sina cosa |
def. (cosBcosa —sinBsina cos Bsina + sin 5 cos o
~ \cosBsina +sinf8cosa —sinBsina + cosScosa )’

. ti1t .
illetve altalaban egy (tll t12) és egy (211 ?2) matrix szorzata
21 t22 21 522

tin ti2 ) | (s11s12)) _ (tiisi +tiesen tisiz +tiasa )
ta1 too 821 822 121511 + t22521 t21512 + t22522 )

a matrixa a T és S transzformaciok matrixanak a szorzata legyen. Masszoval a (meglehetGsen mesterkéltnek ting)
matrixszorzas magyarazatat a megfelels transzformaciok kompozicioja adja.

Haladjunk ezutan tovabb a nevezetes geometriai transzformaciok soraban: jelolje ezuttal T az origon dtmend, az x
tengellyel (pontosabban az i egységvektorral) v szoget bezaro egyenesre valo tiikrozést. Az i tiikorképe éppen az 6 2y
sz0g( elforgatottja, azaz cos 27y-i+sin2y-j, a j tikdrképe pedig az i képének a —90°-os elforgatottja: sin 2y-i—cos 27-j;

cos2y sin2y )
sin2y —cos2y )/’
Ellenérzésként érdemes megnézni, mi torténik, ha egymaéas utan két egyenesre tiikroziink: az els6 egyenes az g

a tikrozés matrixa tehat (

szorzata.:
cos2y sin2y \ (cos2d sin2d | _ (cos2(y—4) —sin2(y —d)
sin 2y — cos 2y sin2§ —cos26) = \sin2(y—4§) cos2(y—4) -

Lathato, hogy ez éppen a v — 6§ szog 2-szeresével valo forgatasnak a métrixa, ahol v — & a két egyenes altal bezart szog.
Ezzel belattuk, hogy két tengelyes tiikrozés kompozicioja az egyenesek altal bezart szog kétszeresével valo elforgatas
az egyenesek metszéspontja koriil.

Szakadjunk el most egy rovidebb id6re a ,nevezetes” geometriai transzforméacioktol és gondoljunk arra, hogy a

latottak mintajara barmely 2 x 2-es méatrix segitségével megadhatunk egy transzforméciot: ha @ a12> egy ilyen

Q21 22
matrix, akkor az A transzformacio vigye a tetszdleges (ﬁ = xzi+yj vektort (a112+ a12y)i+ (21 + asoy)j-be. Ennek
igy altalaban nehéz lenne szemléletes geometriai jelentést tulajdonitani; ha azonban példaul a1z = ag; = 0, akkor
lathato, hogy A(zi) = a1t és A(yj) = azyj, tehat a transzformacio — legalabbis két iranyban — ,szépen viselkedik”:
az i irAnyaban a11-szeres, a j iranyaban pedig ags-szeres kozéppontos hasonlosagként. Esetiinkben ennek az volt az

oka, hogy A matrixa, <a(1)1 a > ugynevezett diagondlis matrix. A jelenség azonban szerencsére ennél szélesebb korben
22

fordul el6. Nézziik példaként a B = (g 421) matrixot, ami szemlatomast nem diagonalis. Viszont

32\ (1) _[1 32\ [(2\ _ (12}

34 -1/ \-1)” 34 3)  \18)’
tehat a matrixunknak megfelel§ B transzformacié a by =i — J vektort onmagaba képezi, a by = 21 4+ 3 J vektort pedig
12i 4 185 = 6by-be.



Mi ebbdl a tanulsag? A vektorokat ne i és j, hanem b, és by segitségével irjuk fel! Ekkor ugyanis egy ub; + vb,
alakban felirt vektort a B transzforméci6 egyszertien ub; + 6vby-be képezi. Ahhoz, hogy az eredetileg i + y;j alakban
folirt vektort ilyen forméban megkapjuk, elegends az i és j egységvektorokat felirnunk b, és by segitségével:

.3 1 ) 2
1—31_?14-31_?2, 1="5

. . 3 1 2 1 3 2 1 1
nty)==w (glll + 392) +y (‘gbl + 392) = (gl‘ - gy> by + (gl‘ + 531) by,

3 2 1 1
B(xi )=|-x—-y )b +6| = —vy | by.
(zi +yj) (596 5y)_1+ (5w+5y>_z
A matrixok nyelvén ez azt jelenti, hogy a vektor képének b, és b, szerinti u’, v" koordinatéi (azaz a b, és by irdnyt
osszetevokkel valo felirdsaban a két egyiitthato) az eredeti (i, j szerinti) (z,y) koordinatakbol az

)=Go)-{1 7] 6)

szerint kaphatok meg. Az eredmény i, j szerinti ', 3’ koordinatait ebb6l mar kénny( kiszamitani:

1

b
_1+5

92;

ekkor

igy

2
5

[S2 R VL

1
5

u'by +0'by = ' (i — j) + 0" (204 35) = (v + 20")i + (—u' + 30')j

-6 6

Mivel az egyenlGség mindkét oldalan az 4, j szerinti koordinaték szerepelnek, a harom métrix szorzata a B transzfor-

mécié eredeti matrixat adja, vagyis
32 12 10
B= (34) - (—13) ' (06)'

A kapott haromtényezss elGallitas geometriai jelentése tehédt a kovetkezs. A B transzformécio végrehajtésat ha-
rom fazisra bontjuk: elGszor az 4, j altal meghatarozott koordinata-rendszerrdl attériink a b, by szerinti koordinata-
rendszerre — ennek felel meg a jobb szélsé tényezs; utdna a transzformacié szempontjabol kellemes rendszer szerint
végrehajtjuk B-t — ezt mutatja a kozépss tényezs; végiil visszatériink az eredeti 4, j koordinata-rendszerre — ezt irja le
a bal széls6 tényezs. B

Mivel a két szélsé matrix egymassal ellentétes, illetve forditott iranyt lépést jelenit meg, nem tulsdgosan meglepd,

2

hogy szorzatuk,
3
32\ |5 5| _(10\_|[5 5| (32
34 11 | \o1) 1 34

5 5 55
a ,semleges” Un. egységmadtriz, ami a matrixok szorzasara ugyanugy viselkedik, mint a kdzonséges szamoknal az 1:

a vele valé szorzas mindent valtozatlanul hagy. Ennek alapjan azt mondjuk, hogy a két matrix egymaés inverze:
3 2 302\ !

alapjan

Ul = Ol w
|
(SN

Gl = ot w
[

| = ol w

55| _ 32y L (32 _|® B
11| T \84) T84 T
5 5 5

5
A matrixok iménti ,diagonalizalt” haromtényezss felirasdnak egy alkalmazasara mutatunk példat a kovetkezs rész-
ben.

Hatvanyozas és linearis rekurziok



A matrixoknak ez a meglepGen messze vezet6 alkalmazésa a lineéaris rekurziéval definidlt sorozatokkal kapcsolatos.
A modszert — az elméleti és a technikai nehézségek kikeriilése végett — egy ,kisméretd” és jol ismert példan, a Fibonacci-
féle sorozaton mutatjuk be, utana prébaljuk majd a kérdést valamivel altalanosabban is attekinteni.

A Fibonacci-féle sorozatot a kovetkezSképpen definidljuk: legyen fo = 0, f1 =1, és minden n > l-re f,41 =

fn + fn—1. Hogyan keriilnek ide méatrixok? Legyen (minden n > 1l-re) v, = I , ekkor a sorozat megadéasi

" fnfl

modjabol kévetkezGen van olyan 2 x 2-es A matrix, amelyre Av,, = v, :

11 . f n _ f n+1
10 fn-1 fn )
Mivel ez minden n-re érvényes, alkalmazzuk rendre n = 1-re, 2-re, 3-ra sth.: v, = Av,, v3 = Av, = A(Av,) =
APy, vy = Avy = A(A%v;) = APvy; lathato, hogy altaldban v, ; = A"v,. Ahhoz tehat, hogy a sorozat n-edik
tagjat kozvetleniil, az n fliggvényében felirhassuk elegendd, ha ebben az értelemben ismerjiik az A matrix hatvanyait.
Tul sokat kisérletezni nem érdemes az A elsé néhény hatvanyanak kiszamitasaval: az egyetlen szabalyszertség, amit
észrevehetiink az, hogy A hatvanyaiban maguk a Fibonacci-szamok jelennek meg, a kor tehat ebben az iranyban
bezarul.
Ujabb nekifutasként probaljuk meg felmérni: vajon minden (2 x 2-es) matrix hatvanyozésa ilyen nehézséggel jar-e.
Nem nehéz rajonni, hogy bizonyos specidlis matrixok esetében ez egyaltalan nem igy van. Ha példaul B = (8 2)
n
tipusu, azaz diagondalis méatrix, akkor ,elemenként” hatvanyozhato, azaz B" = aO b(21> Kérdés, hogy a diagonalis
matrixoknak ez a kedvezd tulajdonsaga atorokitheté-e minden méatrixra, vagy legalabbis a (nem diagonalis) matrixok
egy részére.
A részleges megoldast pontosan az el6zd részben megismert felbontas nyujtja! Legyen M invertalhato métrix, B
pedig ezzel megegyezé méretii diagonalis. Hatvanyozzuk az A = M ~'BM matrixot:

A2 =M"'BM-M"'BM = M~'B%M,

A*=M"'BM-M'B°M =M"'B*M stb.
Konnyen lathato, hogy (minden n-re) A® = M ~'B"M, tehat azokat a métrixokat valoban kénnyen tudjuk hatvanyoz-
ni, amelyek A-hoz hasonléan szarmaztathatok egy diagonéalis matrixbol. Nézziik meg, hogy a Fibonacci-féle sorozattal

kapcsolatba hozott (1 (1)> matrix elGallithato-e ilyen moédon. Ennek eldontéséhez olyan M = zl zz
1 Y2

11 _ —1 C10
(1) =3 (5 0)

teljestil, alkalmas c¢; szdmokkal. Mivel ismeretlen matrix inverzével nagyon kényelmetlen lenne a szdmolds, szorozzuk
meg az egyenlet mindkét oldalat balrél M-mel:

Ty Tg 11 C1 0 T T2 1+ To X1 C1X1 C1X2
= s azaz = .
y1y2) \10 0 c2) \y1 v2 Y1 +y2 C2Y1 C2Y2

A két matrix megfelels elemeinek kell egyenlének lennie, vagyis

matrixot kere-

siink, amelyre

r1+x2 =171 Y1+ Y2 = c2ln
T1 = C1x2 Y1 = C2Y2,
rendezve:
(1—61){E1 —|—I2:0 Il—Cl.IQ:O
(I—=co)yi +y2=0 y1 — coy2 = 0.

Itt az els6 és masodik egyenletbdl allo rendszer fiiggetlen a harmadik és negyedik egyenletb6l all6 rendszertél, viszont a
két rendszer azonos szerkezet: x helyébe y-t, ¢; helyébe co-t irva kapjuk az utobbit az el6bbibdl. Az elsé két egyenlet
rendszerét megoldva:

T1 = c1T2, ebbdl ((1 —c1)a + 1)1:2 =0.

z9 = 0 esetén z; = 0, és igy az M maétrixnak nem létezne inverze, mivel els§ sora csupa nulla; ezért 1 4 c; — c% =0,

azaz
1++vV5 1++v5
= 2\/_, és ehhez teljesen hasonléan c¢; = \/_

2




A ¢; és co nem lehet egymassal egyenls, mivel akkor (1 = ¢129 és y1 = coyo miatt) az M els6 oszlopa a méasodik oszlop

-nek.

. . 5 .
c1 = co-szerese volna, és emiatt M-nek nem létezne inverze. Valasszuk ezért ci-et -nek, co-t pedig

Az x9 65 az ys értéke tetszéleges nemnulla szdmnak valaszthatd, legyen mind a kettd 1; ekkor

3+v5 1+5 —1+V5 1+5

2 2 3 25 25

M=13-v51-V|. M7= 3-v5 —-3-5
2 2

2v/5 25

és ezekkel valoban

145 1445 <1+\/5>n 0 34v5 1+5

(11)": 2v5 25 2

10 3-VB —3—5 . <l—x/5 NMNs-vs51-v5
2V5 2v/5

0 L5 n+1_ L5 n+1 0
V5B 2 2 V5

1 [{tevBY (1-vB\'] o
Vb 2 2 Vb
ebbdl pedig az n-edik Fibonacci-féle szamra
1 [{1evBY (1=
V5 2 2 '

Célunkat a Fibonacci-féle szamok explicit elGallitasara elértiik, és az ennek érdekében végzett szaimolas nyilvan min-
den olyan konkrét esetben célhoz vezet, amikor a hatvanyozni kivant métrix egyaltalan elallithato a kivant M ~'BM
alakban — az ilyen matrixrol azt mondjuk, hogy diagonalizdlhatd. Sajnos nem minden matrix ilyen, példaul (a Fibonacci-

fn:

sorozatnak megfelel6 matrixhoz latszoélag nagyon hasonld) <(1) 1) matrix nem diagonalizalhato. (Vigasszal szolgalhat

ugyanakkor, hogy ezt a matrixot nagyon konnyd hatvanyozni, az elsé néhany hatvanyban észrevett szabélyszertséget
indukcioval egyszertien belathatja az Olvaso.)

A tovabbiakban — a 2 x 2-es matrixok keretein tullépve — Osszefoglaljuk a matrixokra értelmezett alapveté mi-
veleteket és azok legfontosabb tulajdonsagait. Ezutan roviden targyaljuk az ezekhez szorosan kapcsol6do linearis
egyenletrendszerekre vonatkozo lényegesebb tudnivalokat. Akik ezt a két részt tulsdgosan szaraznak talaljak, nyugod-
tan lapozzak at; az utana kovetkezd témak részben igy is kdvethetSek lesznek, legfeljebb egy-egy ismeretlen fogalom,
jelolés vagy allitas azonositésa végett lesz majd érdemes ide alkalmanként visszatérni.

Miiveletek matrixokkal

Osszeadds. Ket, n darab sorbol és k oszlopbol &llo (roviden n x k-as) matrix Osszege az az ugyancsak n X k-as
métrix, amelyet a két matrix megfelel6 helyén all6 elemek Osszeadaséaval kapunk, azaz

aiy a1z ... a1k bi1 bi2 ... big a1 +b11 a2 +bi2 ... aip + big
a1 a2 ... G2k ba1 baa ... bag a21 + ba1 age + bag ... agy + bog
Anpl Ap2 ... Ank bnl bn2 e bnk anl + bnl an2 + bn2 co Qi + bnk

Hasonlbéan egyszerten, illetve természetesen értelmezett egy métrix szdmszorosa: az adott matrix minden elemét
szorozzuk meg az illet§ szammal, vagyis

ai] aiz ... A1k cail calz ... Caig
ag1 a2 ... Az Cag1 Caz2 ... Cagk

Anl1 Anp2 ... Anpk Capl Cap2 ... Cank



Szorzds. Két matrix szorzatat viszont a kdvetkezd, kezdetben roppant furcsdnak tiing moédon értelmezziik. Legyen
A egy nxk-as, B pedig k x {-es méatrix; ekkor A és B szorzata az az n x {-es C matrix legyen, amelynek (i, j)-edik elemét
az A matrix i-edik soranak és a B matrix j-edik oszlopanak megfelel elemeit Osszeszorozva, e szorzatok Osszegeként
kapjuk: ¢;; = a;1015 + ai2ba; + . .. + a;pby;. Hangstlyozando, hogy A és B szorzata — ebben a sorrendben — csak akkor
értelmezett, ha A-nak annyi oszlopa van, ahany sora B-nek, és ekkor az AB szorzatnak annyi sora lesz, mint A-nak,
és annyi oszlopa, mint B-nek. Vegyiik tovabba észre, hogy AB-nek az (i,j)-edik eleme az A i-edik sordnak (mint
1 x k-as matrixnak) és a B j-edik oszlopanak (mint k x 1-es matrixnak) a szorzata, legalabbis abban az értelemben,
hogy az utobbi 1 x 1-es métrixot azonositjuk az ¢ egyetlen elemével. Ebb&l kovetkezik, hogy AB-nek a j-edik oszlopa
megegyezik A-nak és B j-edik oszlopanak a szorzataval.

Mit mondhatunk ezen miiveletek tulajdonsagairol? A legtobb — a szamok korében teljesiilé — miveleti tulajdonsag,
illetve azonossag itt is érvényben marad: az n X k-as méatrixok 0sszeaddsa kommutativ és asszociativ, a csupa nullaboél
4ll6 0 nullmétrixra A + 0 = A teljesiil (minden A-ra), barmely A-nak létezik ellentettje ( — A = (—1) - A) amelyre
A+ (—A) = 0. Matrixoknak szammal és matrixszal valo szorzéasa egyarant disztributiv az osszeadasra nézve: ¢(A+B) =
cA+c¢B, M(A+ B)= MA+ MB, (A+ B)D = AD + BD minden, megfelels méretii A, B, M, D méatrixra. Belathato
tovabba, hogy a méatrixszorzas asszociativ: ha A, B és C' megfelel6 méretd matrixok, akkor (AB)C = A(BC).

Baj van viszont a maétrixszorzas kommutativitasavall Ha A egy n x k-as, B pedig t X r-es matrix, akkor AB
értelmezéséhez k = t, BA értelmezéséhez r = n sziikséges; ekkor AB mérete n X r, azaz n X n, BA mérete pedig
t X k, vagyis k x k. Ahhoz, hogy egyaltalan értelme legyen megkérdezni, vajon AB egyenlé-e B A-val mindenképpen
sziikséges, hogy a két szorzat azonos méretd legyen, tehat A és B egyardnt n X n-es. A szorzas azonban még ebben a

y . . . _ 01 10\ (00 01\ (10} (01
meglehetGsen korlatozott korben sem kommutativ; pl. n = 2-re <0 0> <0 0> = (0 0) #+ <0 0> = (0 0) (0 0).

Ez a szorzas egyuttal arra is figyelmeztets példat ad, hogy két matrix szorzata lehet tgy is nulla, hogy ek6zben
egyik tényez6 sem az.

A matrixszorzas — egyelére csupan a jelolések szintjén — elsG és talan legtermészetesebb alkalmazésa a linedris
egyenletrendszerek terén adodik. Linearis egyenletrendszeren altalaban a kdvetkezd tipusu feladatot értjiik. Adottak az
a;; és a b; szamok, ahol 1 < i <mn, 1 < j <k (alkalmas n és k pozitiv egészekkel); keresend6k mindazon z1,xo, ..., Tk
szamok, amelyek eleget tesznek a kovetkezs egyenleteknek:

a11r1 +aiars + ... +apry = by

a2121 + a22%2 + ... + a2k T = ba

(1)
n1%1 + Ap2®2 + ...+ anpTr = by

Legyen ekkor A = (a;;) az egyenletrendszer egylitthatoibol allo n x k-as matrix, b = (b;) pedig az egyenletek
jobb oldalan &ll6 konstansokbol képezett n x 1l-es (oszlop)matrix. Ha az ismeretlenekbdl allo k x l-es z = (z;)
(oszlop)matrixot is bevezetjiik, akkor az (1) egyenletrendszer ekvivalens az

(2) Az =10

matrixegyenlettel, hiszen az Az méatrix i-edik sora éppen az (1) i-edik egyenletének bal oldala. Ez azt sugallja, hogy
a linearis egyenletrendszer megoldasahoz ,osztani” kell(ene) az A egylitthato-matrixszal. A szamok korében végezhets
kozonséges osztashoz hasonldan az osztéas a reciprokkal (a multiplikativ inverzzel) térténd szorzést jelenti, a reciprok-
képzés pedig az 1 osztasat. Ehhez el6szor is meg kell taldlni az 1 szam megfelel§jét a métrixok korében. Ez nem més,
mint az az n X n-es matrix (tetszéleges n-re) amelyben az els6 sor elss, a masodik sor masodik, ..., az n-edik sor
n-edik eleme 1, az 6sszes tobbi pedig nulla:

10...0
01...0
I, =
00...1

Konnyen ellendrizhets, hogy Al, = A és I, B = B valoban teljesiil minden k x n-es A és n X k-as B métrixra. Mit
értsiink ezutan egy n x k-as M matrix inverzén? Mivel a matrixszorzas nem kommutativ, kétfélét is érthetiink: olyan
B matrixot, amelyre BM = [j,, vagy olyan C matrixot, amelyre M C' = I,. llyenkor azt mondjuk, hogy B az M-
nek balinverze, C pedig jobbinverze. A szorzas értelmezésébdl kozvetleniil adodik, hogy B és C csakis k x n-es lehet.

Egyébként két kiilonb6z6 dologrol van sz6, azaz egyik tulajdonsagbol sem kovetkezik a masik. Példaul az M = (1 1 ;)
1 -2

matrixnak van jobbinverze (t6bb is!), ilyen pl. C = | 1 1 |, viszont nincs balinverze: az M-nek egyenld az els6 és
-11

a masodik oszlopa, ezért akarmilyen (3 x 2-es) B maétrixszal szorozzuk is balrol, a szorzatban is megegyezik az elsé és

a masodik oszlop, igy az nem lehet (a 3 x 3-as) egységmaétrix. Hasonloan lathato, hogy példaul a csupa 1-esbél allo



3 x 4-es métrixnak nincs sem bal, sem jobb oldali inverze. Egyszertibb a helyzet, ha M négyzetes mdatriz, azaz n = k.
Ekkor M-nek vagy nem létezik semmilyen oldali inverze sem, vagy egyetlen bal és egyetlen jobb oldali inverze van, és
ezek egymassal egyenlk; utobbi esetben ezt az egyértelmd matrixot hivjuk az M inverzének, és M ~'-nel jeldljiik.

Térjiink vissza ezutan az inverzek kiszamitasdhoz. Ha példaul az n x k-as A matrixhoz keresiink egy B jobbinverzet,
akkor az AB = I,, matrixegyenletet kell megoldanunk. Jellje az I,, oszlopait rendre ey, €5, . . ., €,,, a B métrix ismeretlen
oszlopait pedig y(l), y(2), . ,y("). Ekkor AB = I,, pontosan azt jelenti, hogy Ay(i) =¢;, minden 7 < n-re. Ez n darab
— egyenként n egyenletbdl 4ll6 — linearis egyenletrendszert jelent (amelyeknek kozos az egyiitthato-matrixuk). Ebbol
is lathat6, hogy a linearis egyenletrendszerek megoldasanak kérdése nem keriilhet6 meg.

Linearis egyenletrendszerek

Lineéris egyenletrendszerekkel a kozépiskolaban elsésorban a koordinata-geometridban talalkozhatunk: példaul két
egyenes kozos részének meghatarozasdhoz az egyenesek egyenleteibgl all6 linearis egyenletrendszert kell megoldani: ha
mindkét ismeretlenre egyértelmi megoldas adddik, az azt jelenti, hogy az egyenesek egy pontban metszik egymaést; ha
nincs megoldas, akkor az egyenesek parhuzamosak.

A kovetkezdkben roviden ismertetjiik a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egyik modszerét, amelyet Gauss-
féle kikiisz6bolésnek (eliminacionak) neveznek. Tekintsiik ehhez az (1) egyenletrendszert, és jeloljiik az i-edik egyenletét
E;-vel. Az eljaras soran az egyenleteket ugy alakitjuk &t, hogy egyrészt a rendszer megoldéasainak halmaza ne véltozzon,
mésrészt az atalakitasok sorozata olyan egyenletrendszerre vezessen, amibdl a megoldéas kozvetleniil leolvashatd. E
kettds célt a kovetkezd két 1épés megfelel§ szamu alkalmazasaval érjiik el:

(a) E; = E. = cE;, ahol ¢ # 0 (az i-edik egyenletet ugy valtoztatjuk, hogy mindkét oldalat megszorozzuk a nemnulla
¢ szammal);

(b) E; — E; = E; + dE;, ahol d tetszbleges szam és j # i (az i-edik egyenletet ugy valtoztatjuk, hogy hozzadjuk a
j-edik egyenlet d-szeresét; a j-edik egyenlet természetesen valtozatlan marad).

Mind a kétféle lépés olyan, hogy a rendszer egyetlen egyenletét valtoztatja csak meg. Az (a) esetén vilagos, hogy
az 1j, E; egyenlet ekvivalens az eredeti Fj;-vel, igy a kapott 4j egyenletrendszernek ugyanazok a megoldésai, mint
az eredetinek. A (b) alkalmazésa esetén az latszik, hogy a kapott 1j, E. egyenlet az E; és az E; egyenletek egyiittes
kovetkezménye, ezért az igy kapott Gj egyenletrendszernek az eredeti rendszer minden megoldéasa tovabbra is megoldéasa
marad. Ez azonban forditva is igaz, mivel az 1j egyenletrendszerbgl kdvetkezményként visszakaphatjuk a régit: csupan
a megvaltozott i-edik egyenletet kell kovetkezményként visszaallitani, ami egyszerd: E; = E, — dE;.

Tudva, hogy az (a) és (b) tipusu lépésekkel az eredetivel ekvivalens egyenletrendszerekhez jutunk, mér csak arra kell
torekedni, hogy ezek segitségével egyre ,szebb” alakura formaljuk (1)-et. Tegyiik fel ehhez, hogy a11 # 0; ha a11 = 0,
akkor valtoztassuk meg az ismeretlenek szamozasat és sziikség esetén az egyenletek sorrendjét is ugy, hogy az ekként
adodo a}, egyiitthaté mar ne legyen nulla; ha ezt még igy sem tudjuk elérni az azt jelenti, hogy mindegyik z; ismeretlen
egyiitthatoja minden egyenletben nulla, tehat egyenleteink valamennyien 0 = b; alaktiak. Ekkor nincs is tébb teendénk:
ha valamelyik b; értéke nullatol kiilonb6zs, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa (hiszen tartalmaz ,nulla =
nemnulla” tipusa egyenletet), mig abban az esetben, ha minden b; értéke nulla, az egyenletrendszernek minden szam
k-as megoldasa.

Tegyiik fel tehat, hogy a11 # 0. Az (a) lépést az els6 egyenletre alkalmazva elérhets, hogy a1 = 1 legyen. Ezutan
a (b) lépést alkalmazzuk egymés utan a masodik, harmadik, ..., n-edik egyenletre ugy, hogy rendre kivonjuk bel6lik
az elsG egyenlet ag-szeresét, ..., ani-szeresét. Igy az 1 egyiitthatoja az elss egyenletben 1, a tobbiben pedig nulla.

Folytassuk az eljaréast, ezittal az els6 egyenletre koncentralt 1épéssorozatot a masodik egyenletre iranyitva: sze-
retnénk, hogy a masodik egyenletben zo aktudlis a5, egyiitthatoja ne legyen nulla. Ha az xo,...,z) ismeretlenek
atszadmozasaval és a masodiktdl az n-edikig terjeds egyenletek sorrendjének megvaltoztatasaval sem érhets ez el, ak-
kor a korabbiakhoz hasonl6an ezek mind 0 = b} alaktiak, és az egyenletrendszernek vagy nincs megoldésa, vagy (ha
by, ..., b, mindegyike nulla) az o, ...,z ismeretlenek értéke tetszoleges lehet, az z; pedig az els6 egyenletb6l ezekkel
kifejezhets. Feltéve, hogy as, # 0, a masodik egyenletet aho-vel osztva elérjiik, hogy abs = 1; ezutan alkalmazzuk
a (b) lépést tgy, hogy az elss, a harmadik, ..., n-edik egyenletbél rendre kivonjuk a mésodik egyenlet a,-szeresét,

.., alo-szeresét. Ezzel xo egyiitthatoja a mésodik egyenletben 1, a tébbiben pedig nulla — mikdzben z; ,kellemes”
egyiitthatoi sehol nem valtoznak.

Az eljarast ezutéan a harmadik egyenletre és x5 egyiitthatoinak kiritkitasara dsszpontositva folytatjuk sth. Végiil (az
ismeretlenek esetleges atszamozasat és az egyenletek sorrendjének megvaltoztatasat is megengedve) az egyenletrendszer



a kovetkezd alakot Olti:

T +Clrt1Try1 + ... FCLETE = d1
T2 + e 1Trq1 + . T2 kT = d2
(3) Tr + Crpg1Trg1 + .o+ T = dy
0 = dr+1
0 =d,
Ha d,41,...,d, valamelyike nullatol kiilonbo6z6, akkor nincs megoldéas, egyébként az x,41,. ..,z ismeretlenek értéke
tetsz6legesen megvalaszthato, ezekkel pedig x4, ..., z, rendre kifejezhets az elsé r egyenletbdl

i =di — (Cirt1Trq1 + ...+ CipTk)

szerint. Vegyiik észre, hogy ha van megoldas, és n < k (vagyis tobb ismeretlen van, mint ahany egyenlet), akkor az
egyenletrendszernek biztosan egynél tobb megoldasa van, hiszen ekkor r < n < k miatt lesznek olyan ismeretlenek,
amelyek értéke szabadon megvalaszthato. E megallapitas roppant fontos speciélis esete a kovetkezs:

(x) Tegyiik fel, hogy az (1) egyenletrendszerben b; = ... = b, = 0 — az ilyen egyenletrendszert homogénnek
nevezziikk. Homogén linearis egyenletrendszernek biztosan van megoldasa nyilvan ilyen példaul z; = o = ...
xr = 0 (ezt szokas a rendszer trividlis megolddsinak nevezni). Ha ilyenkor n < k, akkor a fentiek szerint létezik az
egyenletrendszernek a trivialistol kiilonb6z6 megoldésa is, ahol tehat nem mlndegylk x; értéke nulla.

Linearis kombinacid, fiiggetlenség, bazis

Ebben a részben a matrixmiveletek koziil elsGsorban az 6sszeadasra és a szammal vald szorzasra lesz sziikség.
Legyenek v, v, ...,v, n X 1l-es oszlopmétrixok és legyenek x1,xs, ...,z tetszbleges szdmok. Az

10 + TV + ...+ TRYy,

kifejezést (ami ugyancsak egy n x 1-es oszlopmétrix) a vy, v2, S g rendszer elemeinek az T, T2, Tk egyﬁtthaték—
csupa nullabol allé oszlopmatrix. Ha az egyutthatok minden mas értéke esetén (vagyls ha nem mindegyikiik nulla) a
kombinaci6 sosem egyenld a csupa nullabol 4llo oszlopmatrixszal, akkor a vy, v, ..., v, rendszert (linedrisan) figget-
lennek nevezziik. Azt mondjuk tovabba, hogy a rendszer (linedrisan) dsszefiiggd, ha nem fliggetlen, azaz létezik olyan
nemtrivialis linearis kombinéci6ja, ami a csupa nullabol all6 0 oszlopmatrixot adja.

Hogyan donthet6 el, hogy egy rendszer fliggetlen-e? Meg kell vizsgalni, hogy az x; szamok mely értékére lesz a veliik

a1y
) .. e a2
képezett linearis kombinaci6 0, azaz meg kell oldanunk az x1v; + x2vy + ... + zxy, = 0 egyenletet. Ha v; = S

anj

0 a1 a2 aig (1171 + a12%2 + ... + A1 Tk

0 as1 a2 azg (2171 + a22T2 + ... + A2k Tk

=T . + T2 . + ..+ xg . = . )
0 an1 an2 Ank an1T1 + AnaT2 + ... + Apk Tk

azaz — a két széls6é oszlopmatrix megfelels elemeit egyenlévé téve — egy homogén linearis egyenletrendszert kell meg-
oldanunk (pl. az ismertetett Gauss-féle eliminacio modszerével). Ha megoldasként csak a trivialis adodik, akkor a
rendszer fiiggetlen, egyébként pedig Osszefiiggs.

Konnyen lathato, hogy fiiggetlen rendszer barmelyik elemét elhagyva a megmarado rendszer is fiiggetlen. Az is
gyorsan ellenérizhetd, hogy az I, egységmaétrix oszlopai fliggetlen rendszert alkotnak. Megéllapithatjuk tehét, hogy az
nx1-es oszlopmaétrixok korében létezik egyelemd, kételemd, haromelemd, . . . , n-elemd fiiggetlen rendszer. Vajon létezik-
e n-nél tobb elemd is? A valasz nemleges: ha k > n, akkor egy n x 1-es oszlopmatrixokbol all6 k-elemii rendszer biztosan
Osszefiiggs, hiszen ennek eldontéséhez egy n egyenletbdl allo, k-ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszert kell
megoldanunk, amirdl viszont (x) szerint tudjuk, hogy létezik nemtrivialis megoldasa.

Mit mondhatunk a maximadlis, azaz n-elemt fiiggetlen rendszerekrsl? Tegyiik fel, hogy v;,vs,...,v,, egy ilyen
rendszer. Ha ehhez még hozzavesziink egy tetszéleges n x 1-es z oszlopmaétrixot, akkor az igy kapott n + 1-elemd
rendszer Osszefiiggs, azaz van olyan nemtrivialis linearis kombinaciéja, ami nulla:

4) 210 + ToUy + ...+ 25y, +yz = 0.



Megmutatjuk, hogy itt y # 0. Tegyiik {6l ugyanis, hogy y = 0, ekkor (4)-b6l az marad, hogy z1v, + z2v5 +
oo+ xpy, = 0. A vy,v,,...,v, rendszer azonban fiiggetlen, igy ez csak a trividlis linearis kombinécié lehet, azaz
21 = ... = x, = 0. Ellentmondasra jutottunk, hiszen a (4)-ben lathato kombinacié nemtrivialis. Tehat y # 0; ekkor
z-t kénnyen kifejezhetjiik (4)-bol: z = (——) vy + (—%) vyt ...+ (—x—") v,

Y Y Y

Azt kaptuk, hogy vy, v,,...,,, linearis kombinaciéjaként minden n x 1-es oszlopmaétrix kifejezhets; az ilyen tulaj-

donségu fiiggetlen rendszert bdzisnak nevezziik.

Sajatérték és determinans

Probaljunk meg a Fibonacci-sorozatnal alkalmazott szamolas hatterére is egy pillantast vetni. Tegyiik fel ezért,

C1 0...0
. 1 0 Cy ... 0 ) ) .
hogy A egy olyan n x n-es matrix, amely el6all M~ BM alakban, alkalmas B = | . . diagonalis méatrixszal.
0... Cn

Jelblje ezuttal is e; az n X n-es egységmatrix i-edik oszlopat. Ne feledjiik, hogy egy tetszbleges n x n-es G méatrixot az
¢e;-vel jobbrol megszorozva eredményiil a G ¢-edik oszlopat kapjuk. Tekintsiik ezutan a keresett M matrix inverzének
az i-edik oszlopat, vagyis az n; = M ~'e, szorzatot. Erre

3

A-n,=M'BM-Me,=M'Be, =M |c;i| = M (cie;) = c;M e, = cim;.
0

Kideriilt, hogy n, olyan (nem 0) oszlopmatrix, amely az A-val balrél megszorozva a c;-szeresére véltozik. Azt mondjuk

ilyenkor, hogy n; az A sajdtvektora, és c¢; az A matrix n;-hez tartozé sajdtértéke. Tehat M ' oszlopai valamennyien

sajatvektorai A-nak. Megmutatjuk, hogy ez mar jellemzi is a megfelel6 M ~! matrixokat: ha N := M ™! olyan in-

vertalhaté matrix, amelynek oszlopai az A-nak sajatvektorai, akkor B := M AM ~! diagonalis matrix (f6atlojaban A

sajatértékeivel), azaz A = M~'BA diagonalizalhato. Jelolje ehhez ismét n; az N := M~ matrix i-edik oszlopat, ekkor

feltételezésiink szerint AM ~' = AN-nek az i-edik oszlopa An; = c;n;, ezért MAM ~* = M(AM ~")-nek az i-edik osz-
0

lopa M (cin;) = ¢;(Mn;) = ¢;(M(M ™" i-edik oszlopa)) = ¢;(MM ™" i-edik oszlopa) = ¢;(I,, i-edik oszlopa) = | ¢; |;

tehét valoban
C1 0 . 0
Co . 0
MAM™ =
0 Cn

diagonAlis.

A kapott eredmények szerint egy n X n-es mdtriz pontosan akkor diagonalizdlhatd, ha bizonyos sajdtvektoraibol
mint oszlopokbol dsszedllithato egy invertdlhaté n X n-es mdatriz.

A kapott feltétel nyoman rogtén szemben taladljuk magunkat a kovetkezs kérdéssel: hogyan hatarozhatjuk meg a
sajatvektorokat?

A valasz kezdetben egyszertinek tinik: ha ismerjik az A matrix sajatértékeit, akkor egy adott ¢; sajatértékhez
tartozo sajatvektorok meghatarozasa az

(5) Az = c;z

homogeén lineéris egyenletrendszer nemtrivialis megoldasainak a megkeresését jelenti, ez tehat (méar) nem probléma.
De honnan tudjuk (el6re), hogy mik az A sajatértékei? Az (5) szerint ezek éppen azok a ¢; szamok, amelyekre az
Az — c;z = 0, illetve — némileg atrendezve — az (A — ¢;I,)z = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek létezik a
trivialistol kiilonb6z6 megoldasa. A korabbiakra visszaemlékezve lathatjuk, hogy ez éppen akkor kovetkezik be, amikor
az A — c;I, matrix oszlopainak rendszere linearisan Gsszefiiggs. Persze ismerjiik az eljarast, amivel adott ¢; esetén ez
eldonthetd; de ¢; ismeretlen 1évén kedvez&bb lenne, ha az Gsszefliggdség kérdését egy képletbe vald behelyettesitéssel
donthetnénk el. Ilyen formula valéban létezik, a neve determindns; illusztracidként 2 x 2-es matrixokra készitjiik el.



Legyen a kérdéses matrix D = (dll dlz). A
day dao

_ (du _ (di2
b= () =- ()
oszlopok rendszere pontosan akkor Osszefiiggs, ha léteznek olyan x; és xo szamok, amelyek koziil legalabb az egyik
nem nulla, és x1d; + z2d, = 0. Ha példaul x4 # 0, akkor d, = —ﬂdl, azaz di - du . Ez éppen azt jelenti,
To da2 xo \d21
hOgy a d12 : d11 és a d22 : d21 aranyok egyenl6k (ugyanigy, ha I # 0), aZazZ d12d21 = d11d22, illetve d11d22 — d12d21 =0.

doy da2
Osszefiiggs rendszert alkotnak.
Ellendrizziik mindezt a Fibonacci-sorozat méatrixara:

. 11 10V _ L—e LN 0 NN 412
0—d€t<(10)—cz<01>>—det< 1 —ci)_(l ci)(—ci)—1-1=¢c —¢; — 1,

az ismerGs masodfoki egyenlet.

Altalaban egy n x m-es matrix determinansa olyan, a matrix elemeib6l képezett szorzatok elGjeles Gsszege, ahol
— minden lehetséges modon — minden sorbdl és oszlopbol kivalasztunk egy-egy (Osszesen n) elemet, és az értéke
pontosan akkor nulla, ha a matrix oszlopai 6sszefiiggs rendszert alkotnak. Elmondhaté tehat, hogy egy n x n-es matrix
sajatvektorainak és sajatértékeinek meghatarozéasa egy n-edfokt egyenlet és n darab, egyenként n egyenletbdl &llo,
n-ismeretlenes (homogén) lineéris egyenletrendszer megoldasat igényli.

AD= (dll d12> determindnsa tehat det D = di1dss — di2do1, ami pontosan akkor nulla, ha D oszlopai linearisan

Egy kombinatorikai alkalmazas

Legyen H egy n-elemi véges halmaz, A1, Ao, ..., A pedig kiillonbozd részhalmazai H-nak. Kérdés: legfeljebb mennyi
lehet a k, ha az A; részhalmazok kézil barmely kettének (mdrmint két kilénbézdnek) pontosan egy kozos eleme van?

A kérdésben szerepld legfeljebb” sz6 jogossagat az mutatja, hogy k-nak (n-hez képest) kicsi értékeire — példaul
k =1,2,3-ra — nagyon konnyd ilyen részhalmazokat megadni, viszont k névekedtével a metszetfeltétel egyre erGsebb
korlatozast jelent. Némi gondolkozas utdn azonban esziinkbe juthat a kévetkezs konfiguracid, amivel £ = n elérhet6:
Legyen H = {hy,ha,...,hyp}, és legyen Ay = {h1}, Ao = {h1,ha}, A3 = {h1,hs}, ..., Ay = {h1, hy}; itt barmely két
részhalmaz metszete {h1 }. Egy masik, ehhez hasonlo lehetSség: A1 = {ha, hs, ..., hn}, Ao = {h1,ha}, A3 = {h1, hs},

.oy Ap = {h1, hyn}. A kérdés ezutan tgy modosithato, hogy lehet-e k az n-nél nagyobb. Megmutatjuk, hogy nem lehet.
Ehhez méatrixokat haszndlunk majd és azt az eredményt, hogy n x 1-es oszlopmatrixokbol all6 fliggetlen rendszernek
legfeljebb n eleme lehet.

Elébb azonban térjiink vissza az els6ként talalt konfiguraciohoz. Ennek jellegzetessége, hogy az egyik részhalmaz
egyelemt. Ha egy, a probléma feltételét kielégit6 konfiguraciorol tudjuk, hogy az egyik részhalmaz egyelemi, akkor az
sziikségképpen része a tobbi részhalmaznak, hiszen a veliik alkotott metszet csak dgy allhat egyetlen elembdl. Ekkor
viszont ez az elem alkotja barmely két részhalmaznak is a kdzos részét, ezért a tobbi k — 1 részhalmaznak ezen elemet
nem tartalmazo része paronként diszjunkt halmazrendszert alkot. Mivel ezek egy n — 1 elemi halmaz nemiires részei,
szamuk legfeljebb n — 1 lehet. Tehat £k — 1 < n — 1, azaz k < n. A tovabbiakban ezért elegendd azokkal az esetekkel
foglalkoznunk, amikor mindegyik A; részhalmaznak legalabb két eleme van.

ai;
Az Aj részhalmazokhoz oszlopmétrixokat rendeliink. Legyen a; = a%’j , ahol
Qn,j
.4_{1, ha h; € A;,
"0, ha h; ¢ Aj.
C1
Tetsz6leges ¢ = C:Q oszlopmatrix transzpondltjinak hiviuk a ¢! = (cl ca ... cn) sormatrixot. A modszer azon az
n

egyszer( észrevételen alapul, hogy
|AJ|Z2, ha ‘]:é’

6 al a,=|A; N A=
() J L |] | {1, ha,‘]#é



Megmutatjuk, hogy az ai,as,...,ar rendszer linedrisan fliggetlen; ebbdél a korabban latottak szerint valoban ko-
vetkezik majd, hogy k < n. Vizsgalnunk kell, hogy milyen linearis kombinéciéjuk 0. Tegyiik {6l ezért, hogy

10y + T2y + ... + xR0 = 0,

ekkor (6) szerint nyilvan

k
0t 0= ij '(Zfﬂtﬂt) foa;r a; +Zw]xta
=1

J#t

k k k 2
SoIA 13+ wme =Y (|4 - 1) + <ZIJ>
j=1 j=1

J#t j=1

Itt a masodik Gsszeg négyzete nemnegativ, az els6ben minden Osszeadandd szorzat nemnegativ, és a szorzatok
|A;| — 1 tényezGje pozitiv. A teljes Osszeg ezért csak Ggy lehet nulla, ha minden z; = 0. Tehat a4, ay, ..., qa; valoban
linearisan fiiggetlen.

Miutan belattuk, hogy legfeljebb n részhalmaz valaszthato ki az el6irt modon, felvetddik a kérdés, vajon mit lehet
mondani azokrol az esetekrdl, amikor éppen a maximalis szamu, n halmazbol all a rendszer. A kezdetben talalt két
konfiguracio alapjan gondolhatjuk, hogy még sok, esetleg bonyolultabb szerkezeti példa is van, vagy ellenkezéleg:
bizonyitékot kereshetiink arra, hogy tovabbi példakra nem nagyon szdmithatunk, esetleg nincs is méas a mar talaltakon
kiviil. Szerencsére nem kell elére eldonteni, melyik irdnyban probalkozzunk — csupan hasznalnunk kell azokat az
oszlopmatrixokat, amelyekbe a részhalmazok adatait kodoltuk. Annyit azért érdemes eléljaréban észrevenni, hogy
egy ilyen n tagbodl all6 halmazrendszer sziikségképpen lefedi a H-t: ha ugyanis lenne a H-nak olyan h eleme, ami
egyik A; részhalmazban sincs benne, akkor valamennyi A; az n — 1 elem@ H \ {h} halmaznak lenne része; de ott a
bizonyitottak szerint legfeljebb n — 1 ilyen részhalmazbol allé rendszer talalhato.

Tegyiik fel tehat, hogy az Aj, A, ..., A, paronként kiilonboz6 részhalmazai az n-elemd H = {hi, ho,..., hn}
halmaznak, mindegyikiik legalabb kételemd, és barmely kettének egyetlen kozos eleme van. Lattuk, hogy ekkor a

nekik megfelel$ a;, a,, ..., a, oszlopméitrixok rendszere linedrisan fliggetlen. Tudjuk viszont, hogy n-elemt filiggetlen
rendszerként béazist is alkotnak! Ez azt jelenti, hogy minden n x 1-es oszlopmatrix el6allithat6 az a,, ao, . . ., a,, linearis
kombinaciojaként. Hasznéljuk ezt fel az I, egységmatrix e;,e,,. .., e, oszlopaira:

n
(7) &= yijay.
j=1
Miel6tt tovabbmennénk, vezessiik be a kovetkezd jelolést: legyen

1, ha h; € Aj,
0ia; =
O, ha hl ¢ Aj.

Igy (6) és (7) szerint
n n n
Siar = i € = Zyz',j@j- = wigai ey = yilAr N Aj| =
=1 =1 =1

=ikl Akl + D v = v (Al = 1) + D v
Ji itk s

n
Legyen y; = Z Yi,j, ekkor tehat
j=1
6ia, = Vi (J Ak — 1) + ui,

innen pedig

i A, — Yi
(8) Yik = Ly,

amibdl — y; definicioja alapjan —



Ebbdl kifejezhetd y;:

- 1 " b 1
7 1+ = —t = ’
y< §|Ak|—1> ,;Au—l 2 A

k: h;€Ay

1 - 1
B £
k: hi€Ag Akl =1 =1 Akl =1

Itt a szamlalo és a nevezd egyarant pozitiv, és a szamlalo kisebb a nevezénél; ezért

azaz

0<y; <1.

A (8)-cal Gsszevetve ebbdl az kovetkezik, hogy h; € Ay, esetén y;  pozitiv, h; ¢ Ay esetén pedig negativ.
Legyen most j # i, de egyébként ¢, j < n tetszSleges. Ekkor (6) és (7) alapjan

n n n
T T T
O=c/ -ei=e/ - Y YikGy =Y Uik @ = > Virlja, = Y, Yik-
k= k=1 k=1

1 — — ki hj€A,

Egy nulla értékd (és — mivel a halmazrendszer lefedi H-t — nem tires) 6sszeget kaptunk, amelyben egyik tag sem nulla;
igy lennie kell a tagok kozott pozitivnak. Ha y; , egy ilyen tag, akkor a kovetkezs két dolgot tudjuk réla: 1. h; € Ay,
hiszen y; j, pozitiv; 2. h; € Ay, mivel a tag a fenti 6sszegbdl valé.

Kideriilt tehat, hogy — maximalis elemszaménak kdszonhetSen — a halmazrendszer azzal a tovabbi tulajdonsaggal
is rendelkezik, hogy a H barmely két eleme egyszerre benne van az n darab részhalmaz valamelyikében. Megjegyzendd,
hogy a két megadott példank koziil a masodikra ez teljesiil. Megmutathatoé viszont, hogy n > 4 esetén minden ettél
kiilonboz6 konfiguracié nagyon szigoru szamossagi feltételeknek tesz eleget: mindegyik A; részhalmaz ugyanannyi
elembdl all (legyen ez a szam g+1), a H minden eleme pontosan g+ 1 részhalmazban van benne, és ezekbdl kovetkezGen
n = ¢? + q + 1. Ezeket a konfiguraciokat véges projektiv sikoknak nevezziik. Az elnevezés nem véletlen: ha H elemeit
tekintjiik pontoknak, az A; részhalmazokat pedig egyeneseknek, akkor valoban teljesiilnek a projektiv sikgeometria
axiéomai, miszerint barmely két kiilonb6zd egyenesnek pontosan egy kozos pontja van, és barmely két ponthoz taladlhato
(el6bbi szerint pontosan egy) olyan egyenes, amely mindkét pontot tartalmazza. Ha ¢ primhatvany, akkor egy n =
¢® + ¢ + 1 elemd halmazon létezik véges projektiv sik (olykor tobbféle is!). Hires, és mindmaig megoldatlan probléma
viszont, hogy létezik-e olyan k szam, ami nem primhatvany, de az n = k% + k + 1 elemd halmazon mégis megadhato
projektiv sik.

Az egymast egy pontban metszé halmazok rendszerérdl szold un. Erdds —de Bruijn-tételt tehat a kovetkezképpen
fogalmazhatjuk meg: Ha egy n > 4 elemd halmaz k darab részhalmaza kézil barmelyik kettének pontosan egy kdzds
eleme van, akkor k < n, és ha k = n, akkor a rendszer vagy az ismertetett két példa egyike, vagy eqy véges projektiv
sik.

Befejezés

Matrixok sajatvektorai és sajatértékei a matematika és a fizika szamos teriiletén el6fordulnak. Befejezésiil essék
néhany sz6 ismét a koordinata-geometriarol. Tekintsiik példaul azt a sikgbrbét, amelynek (a szokasos derékszogi
koordinata-rendszerben) az egyenlete

622 + day + 3y + 5z — 8y — 10 = 0.

Mi ez a gorbe, mik a f6bb geometriai jellemz6i? Konnyebb lenne erre valaszt adni, ha egy masik, az alakzathoz ,,jobban
illeszkedd” koordindta-rendszerben lenne az egyenlet felirva. Csakhogy éppen ez a feladat: az adekvat koordinatak
megtalalasa. Ha a koordinata-rendszert eltoljuk a v = (a,b) vektorral, akkor az j z’, v’ koordinatakkal x = 2’ + a,
y = 1y’ +b teljesiil; ezeket az eredeti egyenlet valtozoiba helyettesitve egy kis szamolas utan megkaphatjuk az alakzatunk
egyenletét az 4j rendszerben. De a részletek kiszamolasa nélkiil is lathato, hogy az 4j egyenletben ugyanazok maradnak
a masodfoku tagok (22, 2y, y?) egyiitthatéi. A probléma kemény magja tehat ezekben keresends — az elssfoku tagokat
és a —10 konstanst hagyjuk is egyeldre figyelmen kiviil.
A megoldas kulcsa az, hogy a 622 + 4xy + 3y? részt matrixokkal,

9 ()0)

alakban irjuk fel. Ha a koordinata-rendszert az origd koriil 3 fokkal elforgatjuk, az Gj z’, y' koordinatakra

x cos B —sin B\ [z’ . cosf3 sinf /)
()= (@5 ) (7) - mawe 0= (G5 55) @)



Igy az elforgatott koordinata-rendszerben az alakzat 4j egyenletének masodfoku része:
(«' ) cosf sinf\ [(64\ [cosB —sinB) (2’
Y)\—sinBcosB) \03) \sinB cosp y )

A megjelolt haromtényezds matrixszorzat adja az 4j egyenletben a masodfoku tagok egyiitthatoit. Jo lenne, ha ott az
2’y egyiitthatoja nulla lenne, mert akkor — a koordinata-rendszer alkalmas eltolasa utdn — kénnyt lenne észrevenni,
hogy pl. ellipszissel, hiperbolaval vagy parabolaval van-e dolgunk. Ez éppen azt jelentené, hogy az aldhtzott méatrix
diagonalis. Itt felcsillan a remény: a bal szélen all6 méatrix éppen a jobb oldalinak az inverze! Célba érhetiink tehat,

ha az eredeti (O 3) métrix diagonalizalhat6. Egyszerd és mar ismert szamolassal ellenérizhet is, hogy ez a matrix

valoban diagonalizalhaté. Am ne oriiljiink koran: a diagonalizalhatosag Snmagaban itt nem elegends, a kovetelmény

cos 3 —sin
az, hogy alkalmas <sin B cosf
létezik.

Azonban szerencsénk van: lehet mas is a kiindulasi matrix! Vegyiik észre ugyanis, hogy (9)-ben az zy egyiitthatoja

) tipusd matrixszal lehessen diagonalizalni — ilyen pedig a mi matrixunkhoz nem

a <(6) g) méatrix jobb felsé és bal alsé elemének Osszegeként addédik — igy ezek egyikét szabadon megvalaszthatjuk.

g g matrix a bal fels6 és a jobb als6 sarok meghatéarozta egyenesre szimmetrikus.
A lineéris algebra egy alapvets tétele — az un. f6tengelytétel — szerint minden szimmetrikus n X n-es matrix egy alkalmas
ortogondlis matrizszal diagonalizalhato; 2 x 2-es esetben ez éppen a kivant alakot jelenti.

Valasszuk 6ket egyenlének, ekkor az

12
5 Vb

Esetiinkben a megfelels diagonalizalé matrix \/; { , és az 4j «’, 3y koordinatakkal felirt
R

1 2 1
azaz T = % "+ ﬁy, y = ———=a' + —= helyettesitésekkel kapott Gj egyenlet (az elforgatott koordinata-

YERS]

rendszerben):

222 + Ty% + —3: + —y —10=0.

VERRVE

Innen mar simabb uton haladhatunk tovabb; teljes négyzetté kiegészitéssel eltiintethetjiik az els6foka tagokat:

21 \? 1)° 441 1
(o BV r (e L) o B L
( 4v/5 AV 80 ' 245
ennek megfelelGen eltolhatjuk a koordinata-rendszert, végiil osztunk az tjonnan ad6dé konstans tag abszolut értékével.
Az egyenlet fenti alakjabol egyébként méar leolvashato, hogy — 2 és 7 pozitiv lévén — gérbénk egy ellipszis. A szokasos

2 2
x_ + ‘Z—Q = 1 alakba val6 atirassal megkaphatjuk az ellipszis tengelyeinek hosszat, a diagonalizilé matrix révén pedig
2
(ld. arcsin ﬁ és tarsai) e tengelyeknek az eredeti koordinata-rendszer tengelyeivel bezart szogét.



