Ismert tény, hogy szamos elektromos aramkornek létezik mechanikai hasonmésa (analogonja), vagyis egy olyan
mechanikai rendszer, melynek viselkedését, mozgasat formailag az dramkorével megegyezd egyenletek irjak le. A két
egyenletrendszerben a fizikai mennyiségek paronként megfeleltethetGek egymasnak, és emiatt természetesen az egyen-
letek (megfelels kezddfeltételekhez tartozo) megoldasa is azonos alaka. A két rendszer (a mechanikai és az elektromos)
valamilyen szinten hasonléan is viselkedik, bizonyos jelenségek az egyik rendszerben 6sszekapcsolhatok a masik rendszer
latszolag egészen eltérs jelenségeivel.

Mire is lehet hasznalni egy ilyen analogiat? Altalaban igaz, hogy egy bonyolult, valtéaramra kapcsolt, kondenza-
torokkal és tekercsekkel telepakolt dramkor miikodését nehezebb elsd latdsra megérteni, ,atérezni”’, mint egy egyszerd
mechanikai rendszerét. Az analogia segitségével esetleg konnyebben felismerhetiink fontos dolgokat az aramkor visel-
kedésével kapcsolatban, méghozza az esetenként igen bonyolult egyenletek megoldasa nélkil.

A klasszikus példa az elektromos-mechanikai hasonlésigra a valtoaramu soros RLC-kor, amely egy csillapitott
kényszerrezgéssel allithatoé analégidba. Ha ugyanis egy k erdsségi rugd egyik végére egy m tomegld testet erdsitiink,
a masik végét pedig egy adott y(t) fliggvénynek megfelel6 modon mozgatjuk, tovabba a testre a sebességével aranyos
kozegellenallasi erd is hat, akkor a test x(t) elmozdulasara vonatkozd Newton-egyenlet:

mi(t) = k[y(t) — =(t)] — Ai(t),

azaz
(1) mi(t) + \i(t) + kx(t) = ky(t),
ahol az x feletti ,pont” az ids szerinti valtozési sebességet (derivaltat), a két pont pedig a gyorsulast (masodik derivaltat)

t
jeloli. Mivel egy soros RLC-korben a Q(t) toltéssel rendelkez6 C' kapacitast kondenzatoron a fesziiltség %, az
aramerdsség Q(t), igy az R ellenallason RQ(t) és az L induktivitasi tekercsen LI(t) = LQ(t) fesziiltség esik, az U (t)
fesziiltségre kapcsolt soros kor egyenlete:

2) L3 + RQ() + 5Q) = U(0)

Az (1) és (2) egyenletet Gsszevetve lathato a hasonlosag, és az is leolvashato, hogy a kiilonb6z8 elektromos mennyiségek-
nek milyen mechanikai mennyiség a parja. (Az U(t) valtofesziiltség a mozgast gerjesztd y(t) elmozdulas k-szorosanak,
a kondenzator Q(t) toltése az z(t) elmozdulasnak, az R ellenallas a A csillapitasi egylitthatonak, az L induktivitas a
test m tomegének, a kapacitas reciproka pedig a k rugéallandonak felel meg.)

A mozgast (illetve az aramkort) leir6 egyenletet nem konnyid megoldani, a mechanikai analégiat (vagyis a kény-
szerrezgést) végiggondolva néhany dolgot meg lehet ,érezni” az elektromos rendszerrel kapcsolatban. Ha példaul a
gerjesztés periodikus és a frekvencidja elég kicsi, akkor a test a rugd maéasik végével egyiitt mozog, a rugd nydjtatlan
marad. Ilyenkor tehat a test periodikus elmozduldsa a gerjesztéssel azonos fazisa, és az amplitidoja is ardnyos (ne-
vezetesen megegyezik) a gerjesztés amplitudojaval. Ha viszont a gerjesztési frekvencia nagyon nagy, a test nem tudja
kovetni a rugd masik végének nagyon gyorsan valtakozd mozgasat, az amplitidé gyakorlatilag nullara csokken. Ekkor
a kozegellenallasi ers elhanyagolhato a rugoers mellett, és emiatt az x(t) elmozdulés y(¢)-vel ellentétes fazisu rezgéssel
irhato le. A rendszer sajatfrekvencidjanak kozelében fellép a rezonancia jelensége: az x(t) elmozdulas a gerjesztéshez
képest 90°-o0s fazistolasba, a sebesség viszont a gerjesztéssel azonos fazisba keriil. A kiils6 er6 ilyenkor folyamatosan
pozitiv munkat végez a rendszeren, igy az amplitid6 novekedésének csak a csillapitas szab hatart.

Hasznéljuk az analogiat, és probaljuk ezeket a megallapitasokat az RLC-korre alkalmazni. Ha a valtoaram frekven-
cidja nagyon kicsi, a kondenzator toltése minden pillanatban aranyos a fesziiltséggel, éppen gy, mintha az ellenallas
és az induktivitas nem is lenne az aramkorben. Ha a frekvencia elég nagy, a kondenzatorra alig esik fesziiltség, és az
is ellentétes fazisu a gerjeszts fesziiltséggel. Ekkor nyilvan a tekercsre esik a fesziiltség legnagyobb része. Az analdgia
alapjan megjosolhatjuk a fesziiltség-rezonancia jelenségét is, amely akkor 1ép fel, ha a gerjeszts frekvencia megkozelit
valamilyen, csak az RLC-korre jellemz6 frekvenciat (a sajatfrekvenciat). Mindezt anélkiil allapithatjuk meg, hogy az
egyenleteket megoldanank, vagy megprobalnank részletesen végiggondolni, mi is torténik valojaban egy RLC-korben.

A 2005. évi E6tvos-verseny 3. feladatavall kapcsolatban valészintileg hozzam hasonléan sokan méasok is belebonyo-
lodtak az egyenletekbe, annak ellenére, hogy a feladat megoldésa tulajdonképpen igen egyszert volt. A ,jo minGségi
transzforméator” kifejezés nyilvan a rendszert jellemz6 fizikai mennyiségeknek valamilyen hataresetét jelenti, és az el6z6
példabol latszik, hogy éppen az ilyen hataresetek érthet6k meg konnyen egy alkalmas mechanikai analogia alapjan.
A verseny utan kezdtem el mechanikai analogiat keresni a transzformatorra, amely segitségével annak viselkedése
kvalitativ szinten megérthetd, és esetleg még a szdmszert kiértékelést is egyszertibbé teszi.

Az 1. dbrdn egy olyan transzforméator kapcsolasa lathatd, amelynek a szokéasostol eltér6 médon nem csak a
szekunder-, hanem a primer korét is ellenéllassal terheljiik. A primer korbe iktatott tapegység fesziiltsége az idG
ismert fliggvénye, példaul

U(t) = Upsin (wt),

13. feladat: Egy j6 minGségii transzformator szekunder tekercsének menetszama haromszorosa a primer tekercsének. Ezt a trafot az
abra szerint haldzati valtoadrami fesziiltségforrasra kapcsoljuk a kdvetkez6 modon: A primer korbe egyméssal parhuzamosan iktatunk be
0t egyforma, a halozati fesziiltségre méretezett izzo koziil négyet, az 6todiket a szekunder koérbe kotjik. Mi torténik a K kapcsolod zarasa
utan?



de ettdl eltéré modon is valtozhat. A tekercsek menetszamai Ny és No, ezek hanyadosa legyen NV, tehat No = N - Ny.
A kolesonos indukcios egytitthatot jeloljiik M-mel, az 6nindukcios egyiitthatokat Li-gyel és Lo-vel. Ha az els6 tekercs

teljes fluxusa dtmenne a mésodikon, és viszont, igaz lenne, hogy L1 = — és Ly = M N. Mivel az induktiv kapcsolat

a tekercsek kozott nem lehet tokéletes, az onindukciés egyiitthatok valamivel nagyobbak ezeknél az értékeknél,

M
L1:N+M1 és LQZMN+M2

Az ideélis hataresetben az induktiv kapcsolat tokéletessé (an. szoros csatolasuva) valik, ekkor

My =M, =0.

L.

K

a) Mindegyik izz6 tiirhetSen ég.

b) A primer korbeli négy izz6 szépen ég, az 6todik legfeljebb pislakol.

¢) A szekunder korbeli izz6 egy pillanat alatt kiég, utana a primer korbeli izzok sem vilagitanak, mivel a primer tekercs fojtotekercsként
hat.

Melyik a helyes valasz? (A részletes megoldast lasd mult havi szamunkban. — A szerk.)



1. dbra

Irjuk fel a fenti jeloléseket alkalmazva Kirchhoff huroktérvényét a transzformator primer korére:

U(t) = iRy + LI, + M1y,



vagyis
. I .
(3(1,) U(t) —R1[1+M1[1—|—M<N—|—IQ)

(Az aramerdsségek jele feletti pont — a mechanikai rendszernél alkalmazott irasmodhoz hasonldéan — az idgbeli valtozas
sebességét, az id6derivaltat jeloli.) A szekunder korre is felirhatjuk a megfelel hurokegyenletet:

0=LRy + ngz + Mfl,
tehat
(3b) 0 = Roly + Maly + M (I, + IN).

Tekintsiik most a 2. dbrdn lathato, harom dugattyival elzart folyadéktartalyt, melyben Gsszenyomhatatlan, sirlo-
dasmentes, elhanyagolhatd siiriiségi folyadék talalhaté. Megmutatjuk, hogy ez a ,hidraulikus rendszer” a szoéban forgd
transzformétor mechanikai hasonmasanak tekinthetd. Jelolje m1, ma és mg a dugattyuk tomegét, Ay, As és Ag pedig a
dugattyik keresztmetszetét. Ay és Ay hanyadosat n-nel jeloljiik, vagyis As = nA;. A folyadék nyomasa (pontosabban
a légkori nyoméashoz viszonyitott tobbletnyoméasa) legyen Ap, ez id6ben valtozo mennyiség is lehet.



2. dbra

Tegyiik fel, hogy a bal és a jobb oldali dugattyikra a sebességiikkel egyenesen ardnyos fékezGerd is hat, az aranyos-
sagi tényezdk kq és ko. (Ilyen fékezGerdt pl. egy erdsen viszkozus folyadékban torténd mozgasnal felleps kozegellenallas
okozhat. A tovabbiakban erre az erére az egyszertiség kedvéért surlodasi eréként hivatkozunk.) Ha tehat a bal oldali
dugattyt v; sebességgel cstszik, a ra haté sarlédasi eré Fy; = kjvg, és hasonld egyenlet igaz a jobb oldali dugattytra is.
Az als6 dugattyd viszont mozogjon sirléddsmentesen. (Az ,als6” szohasznalat csak az abran vald tajékozodast segiti,



a harom dugattyt mozgasat vizszintes sikban képzeljiik, igy a gravitacios er6t nem kell szamitasba venniink.)

A bal oldali dugattyura idében adott médon véltozd F(t) erével hatunk (ez lehet pl. periodikus, azaz Fy sin (wt)
alaki, de ettdl eltéré modon is megadhatjuk), és szeretnénk meghatarozni a dugattyik mozgasat. A rendszert négy
ismeretlen mennyiség (v1, va, vo és Ap) jellemzi, ezért négy egyenletre van sziikségiink. Mindharom dugattyura felir-
hatjuk a Newton-féle mozgasegyenletet:

mli)l = F(t) — AlAp — kl’Ul,
mate = —AsAp — kava,
mo’l')() = A()Ap.

A negyedik egyenletet az anyagmegmaradas torvénye szolgaltatja; 6sszenyomhatatlan folyadéknal ez a térfogat meg-
maradasaval egyenértéki: Ajv; + Agva = Agvg. Ezekbol (vg és Ap kikiiszobolése utan) vi-re és vo-re a kovetkezd két
egyenletet kapjuk:

A1 As (O
(4(1) F(t) = kl'Ul + m11’11 + m()% <’U_1 + Ug) 5
0 n
A A )
(4b) 0= kQUQ + m21)2 + m()% (1}1 + 'U_2> .
0 n

Ha a (3a)—(3b) egyenletrendszert (4a)—(4b)-vel Osszehasonlitjuk, lathatjuk, hogy azok alakilag azonosak, feltéve,
hogy az elektromos és a mechanikai mennyiségeket az alabbi modon feleltetjiik meg egymasnak:

I <= v, I, <= vs,
U(t) < F(t), N <= n,
Ry < ki, Ry <= ko,
My <= mq, My <= ma,
M<:>m0A;;242.
0

Az analogia felallitasa utén vizsgaljunk meg hatareseteket, és probéaljuk a mechanikai modell alapjan megjosolni,
mi torténik a transzformatorban. Az elsé specidlis eset legyen az, amikor egy adott pillanatban Uy egyenfesziiltséget
kapcsolunk a primer korre. Ez a hidraulikus rendszer esetében azt jelenti, hogy a bal oldali dugattytra allandé Fy erével
hatunk. Az erGhatas kezdetekor a beliil hirtelen megndvekvé nyomés miatt a mésik két dugattyt is megindul. Az alsé
dugattytra fékezGers nem hat, igy az a mozgasa soran csak gyorsulhat, a jobb oldali viszont a surlédas miatt lassulhat
is. Elgbb-utébb a bal oldali dugattya akkora sebességre gyorsul fel, hogy a sirlédas mar énmagéban ellentart a kiilsé
nyomoerdnek, a nyomaskiilonbség megsziinik. A jobb oldali dugattyd nyilvin nem mozoghat tartésan nyoméskiilonbség
nélkiil, a surlodas el6bb-utobb megéllitja. Ezért elég hosszt id6 utan, csak a bal oldali és az alsé dugattyd mozog allandé
sebességgel, tgy, hogy az erGegyensily és a térfogatmegmaradas is teljesiiljon. A transzforméatorra vonatkoztatva ez
azt jelenti, hogy a szekunder korben egy ideig folyik dram, de aztdn ez nullara csdkken. A primer kérben ekkor a
primer ellenallasnak megfelels (Uy/R1 nagysaga) egyendram fog folyni.

Egy masik hatareset az idedalis transzformator, melyrél a versenyfeladatban volt sz6. Egy ,,jé mindségi transzfor-
matorban” a tekercsek kozott majdnem tokéletes az induktiv kapcsolat, M7 és My tehat nagyon kicsi. Ez a mechanikai
rendszerben annak felel meg, hogy mind a bal oldali, mind pedig a jobb oldali dugattyu t6mege nagyon kicsi, a rend-
szerre jellemz6 tobbi (t0meg dimenzidja) mennyiség mellett elhanyagolhato. Masrészt a tekercsek induktiv ellenallasai
(egy szokasosan mikods, tehat terhelt transzformatornal) sokkal nagyobbak, mint az ohmos ellenallasok (pl. egy izz6
ellenéllasa). Az induktiv ellenallas aranyos az Onindukcios egyiitthatoval, ezért ha az énindukcits egyiitthatok ,elég
nagyok”, éppen ezt az esetet kapjuk. A kolcsénos indukcios egyiitthato (M, amely idedlis transzformator esetén az
onindukcios egytitthatok mértani kozepe) szintén nagyon nagy kell legyen. A kétféle rendszer elemeinek fentebb meg-
adott megfeleltetése szerint (ha az Ao keresztmetszetet A;-gyel és As-vel azonos nagységrendinek valasztjuk) az M
kolesonos indukceios egyiitthaté akkor lesz nagy, ha az alsé dugattyd mg tomegét igen nagynak valasztjuk.

Vajon mi torténik akkor, ha a szinuszos valtéfesziiltségre kapcsolt idedlis transzformator szekunder korét egy
kapcsoléval megszakitjuk? Ekkor a szekunderkori ellenallas végtelenné valik, a terheletlen transzformator hataresetét
kapjuk. A mechanikai rendszerre vonatkoztatva ez azt jelenti, hogy a jobb oldali dugattyunél a surlédéas végtelen
naggya valik. Ilyenkor — akdrmekkora is a folyadék tobbletnyoméasa — a jobb oldali dugattyd nem mozdulhat meg;
olyan, mintha az a cs6 egy merev falban végzédne. Igy a folyadékot csak két dugattyn valasztja el a kiilvilagtol, ezek a
térfogatmegmaradas miatt egylitt (egymassal ardnyos sebességgel) kell mozogjanak. Masrészt viszont a kiilsé erd altal
létrehozott nyomaskiilonbség az igen nagy tomegd alsé dugattyit csak alig tudja megmozditani, és emiatt a bal oldali
dugattyt is csak nagyon picit mozoghat.

Hogyan néz ki ugyanez az analog elektromos rendszerben, a transzformatornal? A terheletlen transzformétornél
a nagy indukcios egyiitthatoju tekercsen és az ellenallason atfoly6é primerkori aram sokkal kisebb lesz, mint a tekercs



nélkiili, csak ellenallast tartalmazd aramkorben: az induktivitas fojtotekercsként mikodik. Ez volt a harmadik, (¢)
lehetGség az Eotvos-verseny 3. feladatdban. Ott azonban a transzformator nem maradt terheletlen, a szekunder kort
egy izzdval terheltiik, melynek ellenalldsa Osszemérhetd volt a primer ellenallassal, és szintén elhanyagolhaté a teker-
csek induktiv ellenallasaihoz képest. A hidraulikus rendszerben ekkor az als6 dugattyt igen nagy tOmege miatt alig
mozdul meg, a jobb oldali és a bal oldali viszont egymassal ,szinkronban” mozog. Témegiik elhanyagolhato, igy az er6
véltozaséra pillanatszertien beédllnak a kicsiny sturlodasi egyiitthatok altal meghatarozott sebességekre. A kiils6 erGvel
gyakorlatilag csak a sarlédasi erék tartanak ,egyensulyt”, ezért a két dugattyt szinuszosan valtozd sebessége nemcsak
egymaéssal, de a kiils6 erével is azonos fazisu kell legyen.

Innentdl kezdve a feladat roppant egyszertien megoldhato. Felirhatjuk a térfogatmegmaradas egyenletét az alséd
dugattyt kihagyasaval: Ajv; + Agve = 0, tovabba Newton II. torvényét mindkét dugattydra:

F— AlAp - kl’Ul = 0, —AQAp - k2'U2 =0.

Az eredetileg felirt differencialegyenletekkel szemben ezek kozonséges algebrai egyenletek, igy elemi matematikaval

egyszertien megoldhatok:
2

n n
U1 kin? + ko ’ v2 kin? + ko ’
A
ahol n = A_2 A mechanikai mennyiségeket a megfelels elektromosra kicserélve és a versenyfeladatban szerepl szam-
1
aranyokat (N = 3, R = Ry = 4R;) felhasznalva kiszamithatjuk az dramerGsségek abszolut értékeit:
UM N U 36U
YT RIN2T Ry BN2y1R - I3R
Lo_UN N U_1vU
*TRIN?>+R, BN?y1RT 3R
Ebbdl a primer- illetve a szekunderkori izzokra es6 fesziiltség:
R 9 12
Ul_IlZ_ﬁU’ U2—IQR—1—3U.

Latszik, hogy az Osszes izz6 tlrhetGen ég, tehat az elsé (a) valasz volt a helyes.



