I. rész

1. a) Van-e megolddsa a kévetkezd egyenletnek a pozitiv egész szamok halmazdn?
W+21 434+ .. 4zl =2y.

b) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
V2

cosa

tga+\/§:

Megoldas. a) A feladat feltételebdl kovetkezSen x és y csak pozitiv egész lehet. 1! = 1, n > 2 esetén n! péros,
mert tartalmazza a 2-t szorzotényez6ként. A bal oldali Osszeg tehat paratlan, a jobb oldal értéke viszont paros, az
egyenletnek nincs megoldasa.

1
b) A nevezSben nem lehet 0, vagyis cosa # 0. Mindkét oldalt cosa-val szorozva és 2-vel osztva az §sina +

V3 V2 T 1 T V3 T T V2

- cosa = > alakhoz jutunk. Felhasznalva, hogy cos 3573 és sin 3= 50 a sin « cos 3 + cosasin 3= 5 alak
2
adodik, amit az addicios tétel felhasznalasaval a sin (a + g) = \/7— alakra hozhatunk.

5
A megoldasok: a; = —1—7; 1 2%, k€2, i = 1—; + 2kom, ko € Z.

2. Sanyi félévi bizonyitvdnydt mutatja a tablazat.

magyar irodalom | 5 (jeles)
magyar nyelv 4 (jo)
torténelem 4 (jo)
matematika 3 (kozepes)
angol nyelv 4 (jo)

német nyelv 3 (kozepes)
fizika 2 (elégséges)
kémia 3 (kozepes)
biologia 2 (elégséges)
rajz 4 (jo)
ének-zene 5 (jeles)
testnevelés 5 (jeles)

a) Adjuk meg Sanyi jegyeinek mdoduszdt, medidnjdt és terjedelmét.

b) Szdmitsuk ki Sanyi tanulmdnyi dtlagdt (a jegyek szdmtani kozepét).
c) Adjuk meg az érdemjegyek szordsdt.

d) Abrazoljuk a jegyek szdzalékos eloszldsdt kordiagramon.

Megoldas. a) moédusz: 4, median: 4, terjedelem: 3.
b) atlag: 3,667.
c) szoras: 1,027.
d) a jegyek 25%-a 5-0s,
33,33%-a 4-es,
25%-a 3-as,
16,67%-a  2-es.

4
A jegyek eloszlasa

3. Melyek azok az x pozitiv egész szamok, amelyekre igaz, hogy x* + 4 primszdém?



Megoldas. z* + 4 egész egyiitthatos polinomok szorzatava alakithato:
st a4 =o' 42 +4—42® = (x2+2)2—43:2 = (x2+2)2— (22)° =
= (2% = 22+ 2)(2® + 22 + 2).

Mivel 2 pozitiv egész, a tényezok egészek és 0 < 2% — 22 4+ 2 < 22 + 22 + 2. A szorzat csak ugy lehet prim, ha a
kisebbik tényez6 értéke 1, a nagyobbik pedig prim. Ha 2? — 22 + 2 = 1, akkor = 1. Ebben az esetben a kifejezés
értéke 5, valéban prim.

Csak = = 1 esetén lesz x* +4 (= 5) primszam.

4. Egy mértani sorozat elsd és harmadik elemének az dsszege 40. Ha az elsd elemhez 4-et, a mdsodik elemhez pedig

6-ot adunk, akkor a harmadik elemmel egyitt ugyanilyen sorrendben egy szdmtani sorozat hdrom szomszédos eleméhez
jutunk. Melyik ez a mértani sorozat?

Megoldas. A szokott modon jeldljiik a mértani sorozat elemeit: a1, a1q, a1¢?, a szamtani sorozat harom szomszédos
eleme ekkor az a; + 4, a1q + 6, a1¢* alakot Slti.
Az a1 + a1¢* = 40 egyenlet mellett felirhato az (a1q + 6) — (a1 +4) = a1¢*> — (a1q + 6) egyenlet is. Az igy kapott
1

egyenletrendszer mindkét egyenletébdl kifejezziik az ai-et (¢ # 1), ekkor kapjuk:

I+¢®  (g— 17
Ebbdl két megoldast kapunk: ¢ = 2, a; = 8, valamint ¢ = 0,5, a; = 32. Mindkett6 megoldésa a feladatnak.

II. rész

5. Milyen ardnyban osztja az y tengely az f(x) = 2° — 4 és a g(x) = —a® — 2x fiigguények gorbéi dltal hatdrolt
teriletet?

Megoldas. A két fiiggvény metszéspontjainak abszcisszai: 1 = —2, xo = 1.

)

T g(x) = —2* — 22

A (=2;1) intervallumban a két fiiggvény kiilonbsége allando elGjeld, igy a szoban forgo teriiletek aranya

f 1) - g(a)da
\ o 22

1 )

[ f(@) —g(z)da

0

2
/f(a:)—g(a:)da::/23:2+233—4d:1::§x3—|—x2—4x—|—c.

Belyettesitve:
0 1
2
[—xg + 22 —44 = _20 és [2:1034—:102 —45[::| = —Z.
3 9 3 3 o 3

(Innen az is latszik, hogy a (—2; 1) intervallumon f(z) < g(z).) A teriiletek aranya tehat

-(2)-(9-2

6. Egy henger alaki fekvd tartdly alapkorének a sugara 1 m, a henger alkotdja 3 m. A tartdlyban a viz magassdiga
jelenleg 1,6 m. A viz eqy részét kiengedjik egy elegendden nagy térfogati, dllé henger alaki edénybe. Az edény alap-
korének sugara 0,5 m. Milyen magas lesz ebben az edényben a vizszint, ha a fekvd hengerben 0,3 m-t sillyedt a viz
magassaga?



Megoldas. Szamoljuk ki a fekvs henger kezdeti viztartalmét:

cosp = p =~ 53,13°.

1

2 1
Wﬁo 127 = 517 sin2p & 0,9273 — 0,4800 = 0,473 m”.

Tkérszelet =
Ti = 7271 — Tiorsselet = 3,1416 — 0,4473 = 2,6943 m?.

Vi = Tid ~ 8,083 m®.

A fekvS hengerben maradt viz térfogatanak kiszamitésa:

)

3
cose =~ €~ 72,54°.

26 2 L2 00 A 19661 — 0,2862 = 09799 m?.

Tki)’rszeletg = % D)

Ty = r*71 — Tisrszelet, = 3,1416 — 0,9799 ~ 2,1617 m?.

Vo = Tod ~ 6,4851 m?>.

A fekv6 hengerbdl kifolyt viz térfogata: V ~ 1,5978 m>.

e

Az &ll6 hengerben a vizmagassag kiszamitasa:

Vhenger = 77 - m,  vagyis 1,598 ~0,25-3,14 - m,

amibél m ~ 2,03 m.
Tehat koriilbeliil 2 méter magasan all majd a viz a masodik hengerben.

7. Egy iizem azt a megrendelést kapta, hogy készitsen el 100 db 1 dm?® térfogati feliil nyitott kip alaki fagylalttolesért.
Az alapanyag drdiga, a megrendeld pedig csak a kip térfogatdt irta eld. Milyen nyildsszogd kup esetén lesz minimadlis
az anyagkoltség?

7"271' m

Megoldas. A kuap térfogata: = 1000 cm?®. A kap alkotoja a sugarral és a magassaggal kifejezve: a =

V12 +m2. A kappalést felszine: Apaiase =7 - 7 - a.

Kell, hogy
2
3000 9 000 000
A=rrm r2+( 3 >:7n/7“4+722
v r2m r2m




9 000 000

minimalis legyen. Elég megkeresni az r* + 2.2

kifejezés minimumat. A derivaltat egyenlévé téve O-val:

!/ _ 2 .
{r‘* n 9 0020 200] _ 4 2rm 49 SOO 000 ~o,
r2m rd
272 -9 000 000 18 000 000
ahonnan 473 = F—, vagyis 10 = ———"— ~ 455 945,33. r ~ 8,773 cm adodik.

73 4m2
A maésodik derivaltat vizsgalva az r = 8,773 helyen:

2rm? -9 000 0001 18 000 0007’ —18 000 000 - 3r27?
[47‘3——747T T }:[47“3—732 }:127“2— 61 rr > 0.
rd 3 r6
A palast felszine minimalis, ha r ~ 8,773 cm. Ekkor m ~ 12,407 cm, tgg = 1, ahonnan a keresett nyilasszog
m
» &~ 70,53°.

8. Hol lehet annak a derékszogd haromszégnek a derékszogid csiucsa, melynek terilete 25 eqység, és az dtfogdjinak a
két végpontja A(1;—2) és B(6;8)7

Megoldas. Az ilyen derékszogl haromszog harmadik csicsa az AB szakasz Thalész-korének és az AB egyenesétol
2v/5 egységre halado, AB-vel parhuzamos e; és e egyeneseknek a metszéspontja lesz.

Ugyanis az AB szakasz hossza: dap = \/(6 — 1)+ (8 — (—2))2 = V/125. A haromszdg teriilete: T = dap - m - %
Ezekbél adodik, hogy 2v/5 = m.

A Thalész-kir egyenlete: (z — 3,5)> + (y — 3)° =

125
T
Az e; és es egyenesek egy irdanyvektora: /@(5; 10). Egy normélvektoruk: n., = n.,(—10;5). Allitsunk az AB-re
O-ban egy f mersleges egyenest. Az f egyenes egyenlete: x + 2y = 9,5. Ezt elmetszve az O kbzépponti m sugari
korrel, melynek egyenlete (x — 3,5)2 +(y— 3)2 =20, ey, illetve ey egy-egy pontjat kapjuk: M;(—0,5;5), Ma(7,5;1).

v e
B
m
€2
Cs
O
Mo
74 6 § =z
21 Ca
A

ey egyenlete: —2x + y = 6, eg egyenlete: —2z 4+ y = —14. A feladatnak négy megoldasa van: e; és a Thalész-kor
metszéspontjai: C1(1;8), Ca(—2;2); ea és a Thalész-kor metszéspontjai: C3(9;4), Cy(6; —2).

9. a) Van-e egy 25 f6s tdrsasdgban 3 olyan ember, akik ugyanabban a hdonapban sziletettek? Indokoljuk a vdlaszt.

b) Az egyjegyii pozitiv egész szamok halmazdbdl kivdlasztunk egy tetszdleges részhalmazt. Mi a valdszinidsége, hogy
ebben az 1 vagy a 2 benne van?

c) Az egyjegyii pozitiv egész szdmok halmazdbol mazimum hdny olyan részhalmazt tudunk kivdlasztani, amelyek
kozil barmely kettének van kozos eleme?

Megoldas. a) A skatulya-elv szerint lesz legalabb 1 olyan honap, amikor legalabb harom ember sziiletett, hiszen
2-12 =24 < 25. Az e hénapban sziiletettek koziil barmely harom megfelels.
b) A halmaz elemei: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Ez egy kilencelemi halmaz, tehat az Osszes részhalmazainak szdma 29,
27 3
Azon részhalmazok szama, melyekben sem az 1, sem a 2 nem szerepel 27. A keresett valoszintség: P = 1 — ¥ =1
¢) Valasz: 28, Az olyan részhalmazok szama, amelyekben pl. az 1 benne van, 2%, tehat 2% db a feltételeknek meg-
felel6 részhalmazt biztosan ki tudunk véalasztani. Minden egyes részhalmaz kivalasztésakor egytuttal a komplementerét
is ,kivalasztjuk”, vagyis mondhatjuk, hogy a részhalmazok halmaza részhalmaz és komplementer részhalmaz tipusia
parokba rendezhets. Mivel a parok szadma az sszes részhalmazok szaménak a fele, 28, azért ennél t6bb részhalmaz
koz6tt mar van ilyen — részhalmaz és komplementer részhalmaz — paros. Ezeknek nincs kozos elemiik, tehat 28 + 1 db

a feltételeknek megfelel§ részhalmaz nem valaszthaté ki.



