I. rész

1. Hdny csicsa lehet annak az egyszerd teljes grafnak, amelyben az élek szima a csicsok szamdnak hatszorosdindl
kevesebb, de dtszorosénél tobb? (11 pont)

Megoldas. Egy egyszert teljes grafban minden csics minden maésikkal pontosan egyszer van Osszekotve. Vagyis

n(n—1)
. 2 .

A feladat szovege szerint a kovetkezs egyenlGtlenséget irhatjuk fel:

n(n—1)
2

Mivel n > 1, azért ez a kdvetkezs alakban is irhaté: 10 <n — 1 < 12, ahonnan n — 1 =11, n = 12.

egy n csucsu egyszerd teljes grafban él van.

< 6n.

omn <

2. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert a valds szdmpdrok halmazdn:

47008 — 43008 — 12 )
2007logz(2008y7m) =1 ’ ( 2 pont)
Megoldas. Az els6 egyenlet a kovetkezSképpen irhato:
2
<4%> _ 45008 = 12,
. aty
ami 42008 -ra masodfoki.
A masodfoku egyenlet gyokei —3 és 4.
A 45558 = —3 nem teljesiilhet semmilyen valés szampar esetén sem.
A 4500 =4 egyenletbdl:  + y = 2008.
Az egyenletrendszer méasodik egyenletébdl:
log,(2008y — ) =0, azaz 2008y —z = 1.
A két egyenletbdl: x = 2007; y = 1.
Ez valéoban megoldasa az egyenletrendszernek.
3. Adjuk meg a koordindtasikon azokat az (x;y) pontokat, amelyek koordindtdira:
cos(z+y)=1
. (r+y) . (14 pont)
sin(z—y)=0

Megoldas. Az els6 egyenlet akkor és csak akkor teljesiil, ha x+y = 2ky7. Az ezt teljesits pontok az y = —x+ 2k
(k1 € Z) egyenesseregen vannak.

A masodik egyenlet akkor és csak akkor teljesiil, ha x —y = kom (ko € Z), azaz az ezt teljesité pontok az y = x — ko
egyenesseregen vannak. A keresett pontok az egyenesek metszéspontjaiban, azaz a

(ks + k) 35 201 — k)5

pontokban helyezkednek el, ahol ki; ks € Z.

4. Egy 24 személyes kulcsoshdzban 1 db 4 dgyas, 1 db 8 dgyas és 1 db 12 dgyas szoba van. A 4 dgyas szobdban
1000 Ft egy személynek egy éjszaka, a 8 dgyas szobdban 800 Ft, mig a 12 dgyasban 700 Ft. A hdzban a szobdkat
létszamidl fiiggden fitik be, anyagi megfontoldsok miatt, a tdbldzatnak megfeleléen:



Személyek 14 5-8 9-12 13-16 17-20 2024
szama
Fitott 4 agyas | 8 agyas | 12 4gyas | 4 dgyas + | 8 agyas + | Mind-
szobak 12 agyas 12 agyas | harom

Ha mdr tébb szobdt is fitenek, akkor feltélthetjik eldszor az olcsobb helyeket. A hazat 1-t6l 24 fdig barmekkora tarsasdg
lefoglalhatja.

a) Mikor kevesebb az egy fore jutd dtlagos szdlldsdij, ha 15 f&s vagy ha 21 f&s csoport veszi ki a kulcsoshdzat?
b) Van-e olyan csoportlétszam, amelynél érdemesebb tibb fore kivenni a hdzat, mint ahdnyan vannak?
c) Allitsuk csokkend sorba az egy fore esd dtlagos szdllisdij szerint a létszdmokat. (14 pont)

Megoldas. a) 15 {6 esetén 12-en 700 Ft-ért, 3-an 1000 Ft-ért alszanak, az egy f6re es6 szallasdij
12700 4+ 3 - 1000
15
21 {6 esetén 12-en 700 Ft-ért, 8-an 800 Ft-ért, és egyvalaki 1000 Ft-ért alszik, igy az egy f6re juté koltség

12-700 4+ 8-800 + 1 - 1000
21

Vagyis 21 {6 esetén kevesebb az egy f6re es6 atlagos koltség, mint 15 {6 esetén.
b) Ilyen eset akkor fordulhat els, ha a tobbletszam miatt egy olcsobb szobét nyitnak meg. Ilyen lehet

= 760 Ft.

~ 752,4 Ft.

4-1000  5-800

e ha 4 f6 helyett 5-6t fizetlink, de ekkor marad 1000 Ft az egy fére es6 szallasdij: 1 1 (3 vagy

kevesebb {6 helyett 5-6t kifizetni nem jo.)

8-800> 9.-700
8 8

e ha 8 f§ helyett 9-et fizetiink, ekkor

mar nem jo.)

, tehat ez megeéri (7 vagy kevesebb {6 helyett 9-et kifizetni

4-1000+12-700  12-700+5-800
16 - 16

e ha 16 f6 helyett 17-et fizetiink, de ekkor

17-et, kifizetni mar nem jo.)

. (15 vagy kevesebb {6 helyett

c) A kovetkezs tablazat az atlagos koltség alakulasat mutatja novekvs létszam mellett:

Fo 1 2 3 4 ) 6 7 8
Osszes koltség | 1000 2000 3000 4000 4000 4800 5600 6400
Atlagos koltség | 1000 1000 1000 1000 800 800 800 800

Fé 9 10 11 12 13 14 15 16
Osszes koltség | 6300 7000 7700 8400 9400 | 10400 | 11400 | 12400
Atlagos koltség | 700 700 700 700 723,1 | 7429 760 775

Fé 17 18 19 20 21 22 23 24
Osszes koltség | 12400 | 13200 | 14000 | 14800 | 15800 | 16800 | 17800 | 18800
Atlagos koltség | 7294 | 733,3 | 736,8 740 752,4 | 763,6 | 773,9 | 783,3

A tablazat alapjan a létszamok sorrendje az atlagos szallasdij csokkenése alapjan (a zardjelben 1évs létszamoknal
az atlag megegyezik): (1, 2, 3, 4), (5, 6, 7, 8), 24, 16, 23, 22, 15, 21, 14, 20, 19, 18, 17, 13, (9, 10, 11, 12).

II. rész

5. Eqgy zsdkban kék és piros golyck vannak. Annak az esélye, hogy két hizdsbol két kék golyot hizunk, dtode annak,
hogy két pirosat hizunk és hatoda annak, hogy mindkét szinbdl egyet. Minden golyo kihizdsanak az esélye ugyanannyi.

Hdny piros és hdny kék golyd van a zsdkban? (16 pont)
Megoldas. Legyen p a piros golyok szama és k a kékeké, ekkor
k k-1 k(k—1)
P(2 kék) = . = 7
(2 kek) k+p (k—1)+4+p (@+k)p+k-1)
. p p—1 pp—1)
P(2 piros) = . = ,
@ piros) = Dk GEROFh=1)
k k 2pk
P(piros és kék) = P + b = P

k+p.(p—1)+k k—i—p.(k—l)—i-p p+k)p+k—1)"



Abbol, hogy P(2 kék) - 6 = P(piros és kek), kovetkezik, hogy 6k(k — 1) = 2pk (mivel (p + k)(p + k — 1) # 0),
ahonnan p = 3(k — 1) = 3k — 3 (hiszen k # 0).

Az el6z6ekhez hasonloan abbdl, hogy P(2 kék) - 5 = P(2 piros), kovetkezik, hogy 5k(k — 1) = p(p — 1). Ebbe
behelyettesitve p = 3k — 3-at, rendezés utan a kovetkez6 masodfoku egyenletet kapjuk: k2 — 4k + 3 = 0, melynek gyokei
k=1ésk=3.

Az els6 gyok esetén a piros golyok szama 0 lenne, ami nem lehet, tehdt 3 kék és 6 piros goly6 van a zsakban.

6. Egy mértani és eqy szdmtani sorozat megfeleld tagjainak kilonbsége 0; —3; 10; 103. Adjuk meg a két sorozatot.
(16 pont)

Megoldas. Mivel a kezdd tagok kozott 0 a kiilonbség, igy legyen a két sorozat: a; aq; ag®; aq® és a; a + d; a + 2d,;
a+ 3d.
A megfelels tagok kiilonbségébsl:

ag— (a+d)=-3, azaz a(q—1)—d= -3,
aq®* — (a+2d) =10, azaz a(q® —1)—2d = 10,
aq® — (a+3d) =103, azaz a(¢® —1) —3d = 103.

A (2)-bél kivonva az (1) kétszeresét kapjuk, hogy a(¢> — 2¢ + 1) = 16, amibdl

(4) a(qg—1)* = 16.

A (3)-bol kivonva az (1) és a (2) Osszegét: a(q — 1)(¢> + ¢+ 1 — g —2) = 96, azaz
(5) a(qg—1)*(q+1) = 96.

Mivel sem a, sem ¢ — 1 nem 0, igy eloszthatjuk az (5)-6t a (4)-gyel, ahonnan ¢+ 1 = 6, azaz ¢ = 5. Visszahelyettesitve
kapjuk, hogy a = 1, igy a két sorozat: 1;5;25;125;.. ., illetve 1;8;15;22;....

7. Adjuk meg az

1
f(z) = 2—0(90 +1)(x—2)(x —5)(x —8)+5
fiiggvény (2;5) pontjdn dtmend e egyenes egyenletét igy, hogy a [0; 10] intervallumban a két gorbe dltal kézrezart terilet
fele az e egyenes felett, fele az e egyenes alatt legyen. (16 pont)

Megoldas. Ha a sziirke és a vonalkazott teriiletek Osszegei megegyeznek, akkor az f gorbe alatti teriilete meg kell,
hogy egyezzen az e gorbe alatti teriiletével a [0; 10] intervallumban, azaz

10 10
/f(:t)d;vz/e(;v)dx
0 0

Legyen e(z) = max + b, és

1 zt 7 512 Tx
f(z)= 2—0(:c+1)(:10—2)(:c—5)(;v—8)+5— 2_O_ﬁ+ 50 " 10

+ 1.



Behelyettesitve:
10

10

z* 723 5lz? Tz
/<20 0+ 50 ot ) dx /(mx—l— ) dz,
0 0

b Tt 1723 T2 10 2 10
[M‘E+ 20 ‘%”h—[ L

(1) 75 = 50m + 10b.
Mivel az e egyenes athalad a (2;5) ponton, azért

2) e(2) =2m+b=5.

5 10
Az (1) és (2)-bSl m = G és b= 3 azaz a keresett egyenes:

8. Egy tdrsasdgbdl k embert p-féleképpen, (k+1)-et 2p-féleképpen, (k+2)-t 3p-féleképpen tudunk kivilasztani. Hiny
fds a tdrsasdg? (16 pont)

Megoldas. Legyen a tarsasag n {6s. Ekkor k embert p-féleképpen tudunk kivalasztani, azaz

n n! o
<k> = m =D, tovabba

n!

<ki1) Tkt D(n—k—1

no

és

n B n! _3
k+2) " k+2)ln—k—2)1 °F
Az els6 két egyenletbdl:

| —k_—1)!
(k+D!n—k 1)':k+1:%7 azaz 3k+2=n.

kl(n —k)! n—k
A masodik és a harmadik egyenletbdl:
k+2)n—k—-2)!  k+2 2 5k +8
GrDln—k-1! n-k-1 3 X —5 ="
5k + 8

A két egyenletbdl: 3k 4+ 2 =
Azaz a tarsasag 14 6s.

, amib6l k =4 és n = 14.

9. A Holdkorongra éppen gy vetil a Fold drnyéka, hogy a Holdkorong kézéppontjibol 120°-0s, a Fold drnyékdnak
kézéppontjabol 60°-os szdgben ldtszik a két kor kézos hirja. Hanyadrésze nem ldathatd a Hold korongjinak? (16 pont)

<

Megoldas. Legyen AB=BC =CA=1,CD = BD =z. A BCD haromszogben a koszinusztételbdl

222 — 1 o 1
cosCDB = 5 = cos 120° = —5
1
ahonnan z = %, igy a két korlap teriilete 7 és g, az ABC korcikk teriilete %, a DBC korcikké g Az ABC korcikk
teriiletébdl kivonva az ABC haromszog teriiletét: — — — a DBC korcikkb6l a DBC haromszogét: — — ——, a két
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eredmény Osszege a kozos rész teriilete o7 L A keresett aré
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