I. rész

1. Osszeontottink 5 kg 15 tomegszdzalékos, 8 kg 20 tomegszdzalékos és 12 kg 40 tomegszdzalékos cukoroldatot. Az
olddszer mindegyik esetben viz volt. Azdta beleborult 40 dkg cukor, elpdrolgott a viz 12 szdzaléka, és az egyensily bedllt.

a) Hdny szdzalékos az oldat most?

b) Hanyadrészét kell vizzel helyettesiteni az oldatnak, ha 10 tomegszdzalékos oldatot szeretnénk kapni? (11 pont)

Megoldas. a) Az 6sszedntés utan keletkez6 25 kg tomegt oldatban 5- 0,15+ 8- 0,2 + 12 - 0,4, azaz 7,15 kg oldott
anyag, és 17,85 kg oldészer van. A cukor beledmlésével az oldott anyag tomege 7,55 kg-ra, a viz elparolgasaval az
oldészer tomege 15,708 kg-ra valtozott.

7,55
Az ol hat ————
z oldat tehat 7551 15,708
b) 7,55 4 15,708 = 23,258 kg tomegi oldatban 7,55 kg cukor van. Az kellene, hogy 2,3258 kg cukor legyen benne,

mert a helyettesités utan az oldat mennyisége nem valtozik. Ezért 7,55 —2,3258 = 5,2242 kg cukrot ki kell venni bel6le.

- 100 =~ 32,46 tomegszazalékos.

5,2242 - 100
Ezt a mennyiséget, egyenletes elkeveredést feltételezve megkozelitleg 3046 ~ 16,094 kg oldat tartalmazza. Ez
16,094 ’
a teljes oldat mennyiségének m ~ 0,692 része.

Vagyis az oldat kb. 0,692 részét kell vizzel helyettesiteni.

2. A kdvetkezd tablazat a foldrészek lakossdigdnak szamdt mutatja 1995-ben.

Foldrész Lakossag (millio f6)
Eurépa 682
Azsia 3498
Afrika 730
Eszak-Amerika 293
Kozép- és Dél-Amerika 481
Ausztralia és Oceéania 32

a) Allapitsuk meg az adatsokasdg dtlagdt, szordsdt.
b) Készitstink diagramot a Fold lakossdgdnak kontinensek szerinti eloszldsdrol. (12 pont)

Megoldas. a) A kontinensek atlagos lakossaga: 952,6 milli6 £6, a szoras kozelitsleg: 1162,4 millio.
b) Az eloszlast jol szemléltethetjitk példaul kordiagrammal. A korcikkekhez tartozo kézépponti szogeket a tablazat
mutatja. (Természetesen barmilyen jol elkészitett diagramm megfelel a feladat kérésének.)
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Foldrész Kozépponti
szog (fok)
Euroépa 42,95
Azsia 220,31
Afrika 45,98
Eszak-Amerika 18,45
Kozép- és
Dél-Amerika 30,29
Ausztrélia és
Oceénia 2,02

3. a) Tudjuk, hogy p és 10p — 1 pozitiv primszimok. Lehet-e primszdm a 10p + 17
b) Péter és Pdl mindketten nagyon okosak. Egy alkalommal Péter azt mondta Pdlnak:



— Az imént megldtogattak engem hdrman. Az életkoruk ésszege néggyel tobb, mint a tiéd, az életkoruk szorzata a
35 négyzetének a dupldja, és mindegyikik t6bb, mint négyéves.

— Nem tudom a vdlaszt — kézélte rovid gondolkodas utdn Pdl.

— Az egyik ldtogatom iddsebb ndlam — folytatta Péter a pdrbeszédet.

— Akkor tudom a vdlaszt — mondta Padl.

Mennyi Péter és Pdl kozt a korkilonbség? (14 pont)

Megoldas. a) Ha p = 3, akkor 10p — 1 = 29, ami primszam és 10p + 1 = 31, ami szintén primszam.

Ha p # 3 és prim, akkor 10p — 1, amirdl tudjuk, hogy prim és minimum 19 nem lehet oszthatd 3-mal. Nyilvan
10p sem oszthato harommal, ezért 10p + 1 oszthaté harommal (harom egymaéast kovets egész szam koziil pontosan egy
oszthaté harommal). Mivel 10p 4+ 1 oszthato harommal és nagyobb, mint 19 ezért nem lehet prim.

Tehat a feladat feltételei mellett kizarédlag a p = 3 esetén primszam a 10p — 1 és a 10p + 1.

b) Pal kiszamolta, hogy 35 négyzetének a duplaja 2450, ami 2 - 5% - 72 alakban bonthato fel primtényezdkre, és a
kovetkezé modokon bonthaté a feltételeknek megfelels, haromtényezss szorzatokra:

Szorzotényezok | Szorzat | Osszeg
5| 5 98 2450 108
5| 7 70 2450 82
5| 10 49 2450 64
5| 14 35 2450 54
7|7 50 2450 64
7110 35 2450 52
7|14 25 2450 46

Mivel Pal ismeri a sajat életkorat, ezért nyilvan a vastagitott két eset kozott nem tudott donteni. Tehat Pal 60
éves. Mikor Péter azt mondta, hogy a latogatok egyike idGsebb néala, és Pal ezutan mar tudott donteni, ebbdl mi arra
kovetkeztethetiink, hogy Péter 49 éves, hiszen ha ennél fiatalabb lenne, akkor Pal nem tudott volna ddnteni, ha pedig
id6sebb lenne, akkor ellentmondéasra jutnank. Tehat Pal 11 évvel idGsebb, mint Péter.

4. a) Adott a sikon 2007 darab olyan pont, amelyek kizil semelyik hdrom nem esik egy egyenesbe. Ezek kiziil
hdrom pont zéld. Tekintsik az dsszes olyan hdromszoget, amelyeket a 2007 pont meghatdroz. Hany olyan van ezek
kozott, amelynek van zold csiucsa?

b) Mutassuk meg, hogy a Fibonacci-sorozat barmely két szomszédos tagja relativ prim.

(A Fibonacci-sorozat képzési szabdlya: a1 = 1; as = 1; ap, = ap—1 + an—_2, minden n > 2 esetén.) (14 pont)

2004 . 2007
Megoldas. b) Olyan haromszog, amelynek nincs zold csicsa ( 3 darab van. Osszesen < 3 > darab harom-

2007 2004
szoget hataroznak meg a pontok. Ezekbdl adoddéan ( 3 > — ( 3 ) darab olyan haromszog van, amelynek van zold

csucsa.

a) Indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel allitasunk ellenkezgjét, vagyis hogy a Fibonacci-sorozatnak van két
olyan szomszédos tagja, melyek nem relativ primek. Jeloljiik 6ket a kovetkezéképpen: ay, és ar—1. Feltevésiink alapjan
van olyan 1-nél nagyobb m egész szam, amelyre igaz, hogy m | ai és m | ax—1. Ebbdl az oszthatosagra vonatkozd
Osszefliggesek alapjan kovetkezik, hogy m | (ar — ax—1) = ax—2. Hasonl6 gondolatmenettel igazoljuk, hogy m | ax—1
és m | ay_o ismeretében m | ax_3. Véges sok lépés utan eljutunk oda, hogy m | as = 1 is igazolast nyer. Ez pedig
ellentmondas. Tehat az eredeti allitas igaz.

II. rész

5. a) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet: 2% — 322 + 3z —1=0.

b) Hdny megolddsa van a cosz = |2i| egyenletnek? (16 pont)
0
Megoldas. a) Rendezziik az egyenletet a kovetkezs alakra: 23 =322 4+ 3z —1 = —23. Az © = 0 nem megoldas,
—1)° ~1 1
ezért, oszthatunk z3-nal: Q — 1. Azaz = = —1, amib6l kapjuk, hogy =z = 9

X X
Ez valoban megoldasa az eredeti egyenletnek.
b) Az egyenlet két oldalan &llo fliggvények kozos koordinata-rendszerben torténs abrazolasa utan megéllapithatjuk,
hogy az egyenletnek pontosan 6 db gyoke van.



r = £27 megoldasa az egyenletnek és mivel ebben a két pontban a cosz érint§jének meredeksége 0, még 4
megoldasnak kell lennie. A [—27; 27| intervallumon kiviil tovabbi megoldas nincs.

6. Az abran fdbol késziilt keritésoszlopok keresztmetszetét litjuk. A 80 db keritésoszlop mindegyike 3 méter hosszi,
és 1 méteres darabjuk lesz a foldben. A keritésoszlopoknak ezt a részét specidlis folyadékkal itatjak dt, hogy tartésabbak
legyencek.

félkoriv
60 fokos
T koriv

T

20 cm
L.,

a) Mennyi folyadékra van sziikség, ha 1 m® faanyag 2,5 liter folyadékot ,nyelt el”?
b) Mennyi festékre van sziikség a mdr feldllitott keritésoszlopok festéséhez, ha a haszndlt festékbél 1 kg 4 m?-re
elegendd? (16 pont)

Megoldas. Hasznéljuk a vazlatrajzok jeloléseit.

R
20 cm
60° 20 cm
20 cm

2

a) A félkor teriilete: Ty = % ~ 157,08. A 60°-o0s kozépponti szogl korszelet teriilete:
1 2 &3 o
Ty = R'm - @ ~ 36,23.

A metszetidom teriilete: T' = T} + T» = 193,31.
Egy (foldben 1év6) keritéslab magassaga 1 m, térfogata: V = T-m = 193,31-100 ~ 19 331 cm?®, azaz kb. 0,0193 m?.
A sziikséges folyadékmennyiség: 80 -V - 2,5 = 80-0,0193 - 2,5 = 3,9. Azaz kb. 3,9 liter folyadék sziikséges.

2
b) A félkor korivhossza: ky = g ~ 31,42. A korszelet korivhossza:

1
ka = & 2Rm ~ 2094,

A metszetidom keriilete: k = k1 + k2 ~ 52,36. A befestendd test magassdga: m’ =200. A befestendd felszin:
A=80-T+80-k-m'~ 853225 cm?,
ami kb. 85,3 m?.
A
A sziikséges festékmennyiség: 1 ~ 21,33 kg.

7. Hajotordttek egy lakatlan, novényzet nélkili szigeten azt tervezik, hogy a viharban zdtonyra futott eredeti vitorlds
hajojuk darabjaibol ij, kisebb hajot épitenek. A vihar az drbocot véletlenszeriien hdarom darabra térte. Ha az eredeti
40 m hosszi drbocnak maradt egy legaldbb 20 m-es darabja, akkor a hajo megépithetds. Mi a valdszinisége annak, hogy
amikor visszaisznak a hajoroncshoz, taldlnak ilyen darabot? (16 pont)



Megoldas. A feladat lényegében a kovetkezd: Ha az egységszakaszon véletlenszerten kivalasztunk két pontot, me-

1
lyek harom részre osztjak az egységszakaszt, akkor mi a valészintisége annak, hogy keletkezik egy legalabb 3 hosszusagu

1
szakasz. A torési helyek kivalasztasat ezek szerint ugy tessziik meg, hogy a 40 métert egységnek, a 20 métert pedig 5

nek tekintve, a koordinatasik egységnégyzetének (z;y) koordinataja pontjat valasztjuk ki véletlenszerten. A probléma
komplementerének valosziniiségét fogjuk meghatarozni, nevezetesen: Ha az egységszakaszon véletlenszerden kivalasz-
tunk két pontot, melyek harom részre osztjak az egységszakaszt, akkor mi a valészintisége annak, hogy a keletkezett

szakaszok egyike sem hosszabb —-nél.
Két esetet kiilonboztetiink meg;:

1 1
I. x < y. Ekkor egyszerre a kovetkezs feltételeknek kell teljesiilni: < 2 y—x < azaz y < x + 2 tovabba

5;
1 < L > =
— —, azaz —.
y<yg y=3 , , )
IT. x > y. Ekkor egyszerre a kovetkezs feltételeknek kell teljesiilni: y < > z—y < > azaz y > x — > tovabba

1 1
1—x<§,azazx>§.
A feltételeket teljesité pontokat abrazolva latszik, hogy a keresett valoszintség: p’ = 0,25.

Visszatérve az eredeti feladatra: p = 1 —p’ = 0,75 annak a val6szintisége, hogy a hajotorottek talalnak nekik
megfelel§ darabot.

8. Egy vdllalattél 100 db henger alaki, 1 m> belsd térfogati, specidlis fémlemezbdl kialakitott zdrt tartdlyt rendeltek.
A megrendeld csak a térfogatot és az alakot hatdrozta meg. Mekkora legyen a henger magassdga, ha a vdllalat a lehetd
legkevesebb anyagot szeretné felhaszndlni? (16 pont)

Megoldas. Keressiik, hogy az 1 m® térfogatt henger felszine mekkora magassag mellett lesz minimalis. A szokasos

1
jelolést hasznalva a térfogat: V = r?7m = 1, amib6l r? = —. Ekkor a felszin:
™m

1 1 2
A =21+ 2rmm = 2—7 + 2/ — - mm = = + 2/7m.
m ™m m
. 2 . . .
Vagyis az A(m) = — + 2y/7mm minimumat keressiik.
m
Meghatarozzuk a derivalt zérushelyét:

1 12
A’(m):—2m_2+ﬁ.mi2 :07 Vagyis \/E"]’TLiQ :W

Ebbél kapjuk, hogy
4
VIoym =2, azaz m= {|— ~1,08.

T
Mivel a fiiggvény mésodik derivaltja ezen a helyen pozitiv, azért m = {/ — esetén a felszinnek minimuma van.
T

Vagyis a henger magassaga kb. 1,08 m.
9. A tengerpart mentén sik terepen dllomdsozo sajdt tizérségét, és az ugyancsak a tengerpart menti sik terepen taldl-
hato ellenséges gyalogos hadtest helyzetét vizsgdlja a hadvezér egy 480 m magas hegy tetejérdl. A két hadtest latszolagos

tavolsdga 71,2°. A hadvezér a tizérséget 6°30', a gyalogsdgot 8° depresszidszig alatt latja. Kiadja-e a matematikdihoz
jol értd hadvezér a tizparancsot, ha tudja, hogy tizérsége dgyiinak maximdlis l6tdvolsdga 4 km? (16 pont)

Megoldas. Elkészitjiik a szoveg alapjan a vazlatrajzot.



Az dbra szerint az A pontban van a gyalogsag, B pontban van a tiizérség, és a C pontban tartézkodik a hadvezér.
Az adatok: o = 8°, B = 6°30', ¢ = 71,2°, h = 480 m.
Szogfliggvények alkalmazasaval:

AC = ~ 3448,94;
sin a
h
BC = — ~ 4240,16.
sin 3

Alkalmazva a koszinusztételt: AB> = AC? + BC? — 2. AC - BC - cos ¢, ebbdl adodik, hogy AB ~ 4522 m.
Tehat a matematikihoz jol ért6 hadvezér nem fog tlzparancsot adni.



