1. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan:

4
a) \/10g§ x —4logy x + 4 = log, . (6 pont)

b) Vb —cos?z —4sing = 2 —sinz (6 pont)

Megoldas. a) Az egyenletben szerepls logaritmusok miatt > 0 kell, hogy legyen. Az egyenlet jobb oldala igy
alakithato:

4
logy — =logy 4 —logy, z = 2 — log, z.
x

Erdemes bevezetni a log, 2 = a 14j ismeretlent: \/a? —4a +4 = 2 — a. Mivel a négyzetgyok alatt teljes négyzet
van, azért egyenletiink: |a — 2| = 2 — a. Innen a < 2. Tehat log, x < 2 = log, 4, ahonnan x < 4, a log, © monoton
novekedése miatt.

Az eredeti egyenletet kielégit6 valos szamok: 0 < z < 4.

b) Probaljuk elérni a négyzetgyok alatt, hogy csak egyfajta szogfiiggvény szerepeljen.

\/5 — (1 —sin?2) —4sinz = 2 —sin,

\/sinzx—élsinx—i—él: 2 —sinz,

|sinz — 2| = 2 — sinz, ahonnan sinz — 2 < 0, azaz sinz < 2.
Tehat az eredeti egyenlet minden valés szamra teljesiil.

2. Egy kocsmdros kiszdmitotta, hogy ha a 60%-0s alkoholjihoz hozzddnt 12 liter vizet, akkor 42%-o0s alkoholként
drulhatja azt.

a) Hdny liter volt az eredeti 60%-o0s alkohol? (6 pont)

b) A nagyobb nyereség reményében a kocsmdros nem 12, hanem 16 liter vizet ontitt az eredeti alkoholhoz. A kocs-
mdros azt tapasztalta, hogy a 42%-o0s alkohol esetében a +2%-os eltérést miiszer nélkil még nem fedezik fel a fogyasztok,
de az anndl nagyobb eltérést mdr igen. Eszreveszik-e a vendégek a csaldst? (6 pont)

Megoldas. a) Legyen az eredeti 60%-os alkohol z liter, tehat a keverékben levs tomény alkohol 0,6z liter. 12 liter
vizet hozzaontve a keverék mennyisége x + 12 liter, de a benne lev6 tomény alkohol mennyisége nem valtozik. Ekkor
42%-o0s oldatot kapunk, igy a kovetkez6 egyenletet irjuk fel:

0,6z
T+ 12
Tehat az eredeti 60%-o0s alkohol 28 liter volt.
b) Ha 28 liter 60%-os alkoholhoz 16 liter vizet ontiink, akkor annak a téménysége
28-0,6
28 + 16

lesz. Ez t6bb, mint 2%-kal tér el a tervezett 42%-os alkoholtél, ami azt jelenti, hogy a fogyasztok észreveszik a ,csalast”.

-100 =42, azaz 60x =42x 4+ 504, ahonnan x = 28.

-100 = 38,18%

3. Egy felmérés soran megkérdeztek 52 csalddot a csalddban €l6 gyerekek szdmdrdl, illetve azok nemérdl. A felmérés
eredményét a tablazat mutatja.

Fiik szama
o|1|2]3]a]5
sl0]6/1/2/2/1]0
Slaf2]3/2]1]2]1
@2(4(3/2]/1]3]1
§3322110
§4111100
5/0/1]/o/1]0]0

(Tehdt pl. olyan csaldd, melyben egyetlen gyermek sincs 6 db volt, mig olyan, amelyben egy fii és két lany, 3 volt.)

a) Atlagosan hdny gyermek van egy csalddban? (5 pont)
b) Osszesen hdny fiti és hdny liny van o megkérdezett csalddokban? (4 pont)
¢) Véletlenszerden kivdlasztva 2 csalddot a megkérdezettek kézil, mekkora annak a valdszinidsége, hogy e két csaldd
mindegyikében legaldbb 3 gyermek van? (4 pont)

Megoldas. a) Foglaljuk tablazatba, hogy hany olyan csalad van, melyben 1,2, ... stb. gyermek van. A megadott
tablazatbol kiolvasva:
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gyerekszam | 0 | 1
csalddok szdma | 6 | 3 |9 |10 | 7|6 | 7|3 |1

A csaladokban a gyermekek szdmanak atlaga:

1:3+2:9+43-10+4-745-6+46-7+7-3+48-1 180 .
52 T 52 T

b) Azoknak a csaladoknak a szama,

melyben 1 fid van: 1+34+3+2+1+4+1=11, ez 11 fig,;

ahol 2 fia van: 24+2+2+2+4+1 =9, ez 18 fiq;

ahol 3 fit van: 2+ 1+14+14+14+1=7, ez 21 fig;

ahol 4 fia van: 1+2+3+1 =7, ez 28 fig;

ahol 5 fia van: 1+ 1 =2, ez 10 fiu.
Tehat a vizsgalt csalddokban Gsszesen 11 4 18 + 21 4 28 + 10 = 88 fit van.
Hasonloképpen kapjuk a lanyok szamat: 92.

Megjegyzés. Az a) részben Gsszeszamoltuk, hogy Gsszesen 180 gyerek van a vizsgalt csalddokban, igy is megkaphatjuk
a lanyok szamat: 180 — 88 = 92.

52
¢) Az 52 csalad koziil kettSt ( 5 )—féleképpen véalaszthatunk ki. A feladat tablazatabol kiolvashatjuk, hogy 34

34
azoknak a csalddoknak a szdma, melyekben legalabb 3 gyerek van. Ezek koziil kett6t ( 9 )—féleképpen valaszthatunk
ki. Tehat a keresett valoszintiség:
(%) 341 21500 33.34 1122

(7) ~ 20320 B2l 51-52 2652

~ 0,423.

4. A hdromkdtetes irodalmi lexikont kétetenként is meg lehet vdsdrolni. Egy alkalommal azt vizsgdltik egy kényves-
boltban egy héten dt, hogy az egyes kitetekbdl az egyes napokon hdny darab fogyott. A vizsgdlat eredményét szemlélteti
a tablazat.

10 g . .4
L kétet | 2| 1|4|2|4]|2
II. kétet |3 (2|2 |1(0|2
IIL. kétet |5 (3 (4633

Négy olyan vdsdrld volt, aki mindhdrom kétetet meguette (egy kitetbdl senki semn vdsdrolt tobb példanyt.) Azok kozil,
akik megudsdroltdk az elsd kdtetet, 6-an voltak olyanok, akik nem vették meg a mdsodikat, és szintén 6-an voltak, akik
nem vették meg a harmadik kétetet.

a) Ha olyan vdsdrlé nem volt, aki csak a mdsodik kdtetet vette meg, akkor hanyan vannak azok, akik csak a harmadik

kitetet vették meg? (6 pont)
b) Hdny olyan vdsdrlé volt a héten, aki vdsdrolt az irodalmi lexikonokbdl? (8 pont)
¢) Mindhdrom kétet dra egységesen 3600 Ft. Aki két kotetet vdsdrolt, az az egyik megudsdrolt kotetre kapott 10%
kedvezményt. Aki mindhdrom kotetet meguvette, az az eqyik megudsdrolt kitetre 10%, egy mdsik megudsdrolt kotetre
pedig 20% kedvezményt kapott. Mennyi volt a bolt bevétele e kotetek utdn ezen a héten? (5 pont)

Megoldas. a) Az 1. kitetet 15-en, a II. kotetet 10-en, a IIL. kitetet 24-en vasaroltak meg. Abrazoljuk halmazabran
(1. dbra), amit tudunk.

I (15) L (10)

5

1. dbra

A feltételek szerint a + x = 6 és a + y = 6, tehat z = y, tovabba t = 0.

Ezek szerint 2o + a + 4 = 15, azaz 2x + a = 11. Mivel a = 6 — z, igy ezt az el6bbi egyenletbe helyettesitve azt
kapjuk, hogy 2x + 6 — x = 11, ahonnan « =y = 5, és ezzel a = 1.

Egészitsiik ki halmazabrankat (2. dbra). Az dbrabol kiolvashato, hogy 14-en vasaroltak meg csak a III. kotetet.



IL. (10)
5

HI. (24)

2. dbra

b) A héten a boltban e kotetekbdl 6sszesen 1+ 5+ 4 + 5+ 1 + 14 = 30-an véaséroltak.

¢) A 30 vasarlé mindegyike kifizette egy kotet teljes arat. Koziiliikk 15-en az altaluk véasarolt masodik kotet arat,
azaz a teljes ar 10%-kal csokkentett arat is kifizették. Az Osszes vasarlo kozott volt még négy olyan is, aki harom kotetet
vasarolt, igy 6k még kifizették négy kotet teljes aranak 20%-kal csokkentett arat is. Ezek szerint az iizlet bevétele:
30 - 3600 + 15 -3600- 0,9+ 4 - 3600 - 0,8 = 108 000 + 48 600 + 11 520 = 168 120 Ft.

II. rész

5. Egy forgdstest alaki diszitdelem tengelymetszetét latjuk az abran egy koordindtarendszerben elhelyezve. A sik-
metszetet hatdrolo gorbék:

4 (y-3)"=9 (z<0),
(@=3)"+y*=9 (y>0),
(2 =3+ -6*=9 (y<6)
a) Mekkora a sikmetszet terilete? (6 pont)
Y
=3 z

b) A forgdstestbe — hogy stabilabb legyen — egy olyan gombit helyeztek, mely nem tud elmozdulni. (Ez a sikmetszeten
egy olyan fékor, mely két félkort kivilrdl, egyet pedig belilrél érint.) Mekkora e gomb sugara? (10 pont)

Megoldas. a) A sikmetszet egy r sugart félkérbol, valamint egy 2r oldala négyzetbdl kivett r sugara korbdl all,

ahol r = 3. Tehat a sikmetszet tertlete:
2 r2m 327
— =432 - "— ~21.86.
2 2 2 ’
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Az OT =1, OK =1+ 2 és TK = 2r — z felhasznalasaval felirjuk a Pitagorasz-tételt: (r +z)* = 1% + (2r — z)
amibdl
2+ 2%+ 2re = r? + 4% + 2% — dra,

2
azaz 6rz = 4r%. Vagyis x = §T =2

6. Az abran egy sisanc lesiklo pdlydjat latjuk egy koordindtarendszerhez rogzitve. A sdnc az
4 5 24 322
fiiggvény grafikonjdhoz illeszkedik, ahol az x tengely az 1000 m-es tengerszint feletti magassigon; a sdnc V végpontja az

y tengelyen van. Az eqyik sielé a V pontot elhagyva egy olyan parabola-pdlydn repil tovdbb, mely a sdncnak megfeleld
parabola V -re vonatkozo tikérképe.

v
) V ) T
a) A tengerszinthez képest milyen magassdgig repil folfele a sield? (4 pont)
b) A sdnc V' végpontjdit tartalmazo tartéoszloptsl milyen tdvol éri el az 1000 m-es tengerszint feletti magassdgot a
steld? (6 pont)
¢) Irja fel a sield roppdlydja érintdjének egyenletét a sinc elhagydsdinak pillanatdban. (6 pont)
Megoldas. a) A masodfoku kifejezést a kovetkezd modon alakitjuk:
4 5, 24 322 4 9 4 2
_— - —_— = 60 4025] = — - 30 3125| =
250" T o5t 5 Tapg [ 007 +4025] = oo [+ 30)° + 3125
4 2
=—" 30 50
550 (x +30)" +
A sipalya gorbéjének tehat © = —30-ban van minimuma, minimumértéke 50. A sipalya gorbéje az y tengelyt — =

64,4-nél metszi. Ezek szerint a V' pontra vonatkozo tiikorképének maximuma a (—30;50) pontnak a (0;64,4) pontra
vonatkozo tiikorképe, vagyis a (30;78,8) pont. Ezek szerint a siel6 a sipalyat elhagyva az alabbi gorbe mentén repiil:

4 2
=—— (z—30 78,8.
y=—gg5 (@—30)"+78,
Ez azt jelenti, hogy a tengerszinthez képest a siel6 1078,8 m magasségig repiil.

b) Azt kell kiszamitanunk, hogy a siel roppalydjanak hol van = > 0 esetén zérushelye.

250 - 78,8

z—30)°+788=0, azaz (x—30)°= = 4925.

_2_50 . (
Innen = ~ 100,2. Tehat a siel§ a széls6 tartéoszloptol kb. 100,2 m tavolsigra éri el az 1000 méteres tengerszint feletti
magassagot.
¢) A keresett érint6 athalad a P(0;64,4) ponton. Meredeksége a siel6 palyaegyenletét leiro fiiggvénynek az © = 0
helyen vett derivaltja.
f'(x) 1 30)24—788/
)= |—-— (z— =
250 ’

8 24 , 24
_ﬁI_F_ aZaZ f(O)—%

Ezek szerint a keresett érinté egyenlete:

24 24
y—64,4= %x, azaz Y= 2—596 + 64.,4.

7. Egy egyenes hasdb alapja olyan egyenld szdri hdromszog, melynek szdra az alap kétszerese. A hasdb a hdromszdg
alapjdra illeszkedd oldallapjdn fekszik o foldon a fal mellett, és ilyen helyzetben magassdganak feléig megtéltittik vizzel
(lasd bal oldali abra), a test faldnak vastagsiga elhanyagolhato.

a) Milyen magasan dll a viz a testben, ha azt elforgatva a falnak témasztjuk (ldsd jobb oldali abra)? (8 pont)
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b) A test D csicsdban van egy dugd. Miutdn a hasdbot a leirt mddon a falnak tdmasztottuk, kihiztuk o dugdt,
ahonnan a viz 12 liter/perc dtlagos sebességgel folyik ki a testbdl. Mennyi ideig folyik a viz, ha a = 1 m, h = 4 m?
(8 pont)

Megoldas. a) Tekintsiik az dbrdt. Ha a hasab eredeti helyzetében magassaganak feléig van megtoltve, akkor a
sikmetszet ,lires” tartomanya olyan egyenl$ szard haromszog, mely hasonlé az eredeti haromszoghoz és a hasonlosag
ardnya 1 : 2. Tehat az ,jires” haromszog teriilete az eredeti hdromszog teriiletének negyed része.

c

Az eredeti haromszog magassaga:

V15

V15
Az eredeti haromszog T teriilete: T' = ——, igy az jires” haromszog 17 teriilete: Ty = ——.
Ezek szerint a bal oldali dbran lathato jires”, derékszogi haromszogre az aldbbi Osszefiiggéseket irhatjuk fel:

(1) T—W, €8s COS(P:\/TW.

A cos ¢ értékét az eredeti haromszoghdl kaphatjuk meg a koszinusztétel segitségével: 1 = 4 + 4 — 8 cos i, ahonnan

7
cos = —. Ezt felhasznalva az (1) egyenletrendszer igy alakul:

V5 . 49 2 49 2?2
= —— €S —_— = azaz — —  ——.
L 64~ 22 +y2’ 64~ 15
S 6422

Bovitsiik az utébbi tort jobb oldalat z2-tel:

19 v ahonna 29 + 19 1 : agyis

_——_——— 11aln —X _— — = €T = —

64 15’ 64" T4 62 T V® 64’
"5

tehdt = = \/Z, amib6l 2 —z =2 — \/Zz 1,065.

Ezek szerint a hasab megdontése utan a viz magassaga kb. 1,065 m.
b) Egy olyan egyenes hasab térfogatat kell kiszamolni, melynek alapja egy derékszogl trapéz (ezt a két abran

sOtétebbre szineztiik).



A jobb oldali abra ABFE és CBT héaromszogei hasonlok, és a hasonloség ardnya 1 : 2, igy az ABE haromszog
teriilete a C'BT haromszog teriiletének negyed része, vagyis az eredeti haromszog teriiletének —-a. Mivel az ,jires” rész

teriilete — mint lattuk — az eredeti haromszog teriiletének a negyede, igy a hasab alapjat alkot6 trapéz teriilete az

eredeti haromszog teriiletének 1 — 1°8° g—ad része, azaz
V15 5 515

Tr z = — T a4 -
epes T T8 T 32
A hasab V térfogata:

y 5V
32

5
4~ 2,4206 m® = 2420,6 liter.
2420,6

A folyas sebessége 12 liter /perc, igy a dugo kihizasa utan a viz ~ 201, 7 percig folyik a tartalybol.

8. a) Egy szdimtani sorozat elsé tagja ab, mdsodik tagja ba (kétjegyi szimok), harmadik tagja az acb hdromjegyi

szam. Mekkora e sorozat differencidja? (9 pont)
b) Legyenek a,, és by, pozitiv egészekbdl dllo, nem dllandé szamtani sorozatok. Igazoljuk, hogy ap, — ba, n-tdl
fiiggetlen dllandd. (7 pont)

Megoldas. a) Ha ab, ba, acb egy szamtani sorozat egymast kdvets harom tagja, akkor

ab + acb
2

Csak a = 1 lehet, ugyanis a > 2 esetén a bal oldali szamlalé 200-nal nagyobb lenne, igy a jobb oldal nem lehetne
kétjegyii szam. Tehat a = 1, igy 1b + 1cb = 2 - b1, azaz 10 + b+ 100 + 10c + b = 20b + 2, ahonnan 108 = 18b — 10c.

Ez utébbi egyenldség bal oldala oszthaté 9-cel. Mivel a jobb oldal els6 tagja is oszthaté 9-cel, igy a masodik tagnak
is 9-cel oszthatonak kell lennie, ami csak ugy lehet, ha ¢ = 0, ekkor b = 6; vagy ha ¢ = 9, de ekkor b = 11, ami nem
megoldas.

Tehat a sorozat els§ harom tagja: 16, 61, 106, igy a sorozat d differencidja: d = 61 — 16 = 45.

b) Legyen az a,, sorozat elsé tagja a, differenciaja di, a b, sorozat elsé tagja b, differencidja ds. Ekkor

= ba.

ap,, = a—+ (bn — 1)d1 =a-+ [b+ (TL — 1)d2 — 1]d1 = a+bd1 +7’Ld2d1 — d2d1 — dl,
ban =b+ (an — l)dz =b+ [a—|— (n— 1)d1 — 1]d2 =b+ ady + ndids — didy — ds.
Tehat ap, — b, = a — b+ bdy — ada — dy + da, és ez valéban n-tdl fiiggetlen allando.

9. a) Hatdrozzuk meg az aldbbi kifejezés értelmezési tartomdnydt:

Va2 — 15z + 36+ /—a2 + 192 — 84 + logz 36. (6 pont)

b) Mely x, y, z valds szamok elégitik ki az aldbbi egyenletet?

Va2 — 152 + 36 + /—22 + 192 — 84+10g% 36 = 2cos3z — y? + 4y — 4. (10 pont)

Megoldas. a) A megadott kifejezésben z-re nézve az alabbi feltételeknek kell teljestilniiik:
22 152 +36>0, —x°4+192-84>0, x>0, z#2.

Az els6 egyenl6tlenségben szereplé méasodfoku kifejezés zérushelyei: 3 és 12, igy az egyenlGtlenség megoldasa: ¢ < 3
vagy 12 < x.

A masodik egyenléStlenségben szereplé masodfoku kifejezés zérushelyei: 7 és 12, igy ennek az egyenlGtlenségnek a
megoldasa: 7 <z < 12.

A két egyenlGtlenség megoldasat a méasik két feltétellel egybevetve az eredeti egyenletnek csak akkor van értelme,
ha z = 12.

b) Helyettesitsiik az egyenletbe a kapott = = 12 értéket:

logs 36 = 2cos3z — (y° — 4y +4), azaz 2=2cos3z— (y—2)°.

A kapott egyenlet jobb oldalan cos3z értéke legfeljebb 1, igy az egyenlet jobb oldalanak értéke legfeljebb 2. Az
egyenlség csak akkor allhat fenn, ha cos3z =1 és (y — 2)2 =0, azaz y = 2. A cos3z = 1 egyenlethdl pedig 3z = 2k,
2

azaz z = 3 k.

2
Tehat az eredeti egyenletet kielégit6 x, y, z valos szamok: x = 12,y = 2, z = 3 kr (k € 7).



