I. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn az aldbbi egyenletet:

202 —10x+9  2®—x -9
22 —4x—12 (2 —-6)(z+2)

(11 pont)

Megoldas. A két nevezs egyenls. A feladat értelmezési tartomanya: x € R\{—2;6}. A szamlaloknak is egyenlének
kell lenni: 222 — 10z + 9 = 22 — 2 — 9. A kovetkezé masodfokt egyenletet kapjuk:

22— 9z + 18 = 0.

A gyokok: x1 = 3, xo = 6. A feladat megoldéasa az x1 = 3, mert csak ez van benne az értelmezési tartomanyban.

2. Az ABC hdromszdg oldalainak hossza 26, 28 és 30.

a) Igazoljuk, hogy a hdromszdg hegyesszogid!

b) Mekkora a hdromszig leghosszabb magassdga?

¢) Az ABC hdromszdg sikjdaval parhuzamos sikban van egy A'B'C’ hdromszég, amely az ABC' hdromszighdz kizép-
pontosan hasonld, a hasonlésdg ardnya 0,5. A két parhuzamos sik tdvolsdga 12. Mennyi az ABCA'B'C’ test térfogata?
(12 pont)

Megoldas. a) Szamoljuk ki az ABC haromszog leghosszabb oldalaval szemkozti, legnagyobb v szogét. Irjuk ol a
koszinusz-tételt a v szogre:
30% = 262 + 282 —2-26- 28 - cos ",

amibdl cosy & 0,3846. Vagyis a haromszog legnagyobb szoge hegyes (v ~ 67,4°), igy a haromszog hegyesszogi.
b) Szamoljuk ki az ABC haromszog teriiletét. A Heron-képlet szerint

T=/s(s—a)(s — b)(s o),

ahol s a haromszog keriiletének felét, az a, b, ¢ pedig a haromszog oldalainak a hosszat jelenti. VagyisT = v42-12-14 - 16 =
336. A leghosszabb m, magassag a legrovidebb oldalhoz tartozik. Ezzel felirva a teriiletet:

2% - 1y, _ 336
336 — 2m . amibsl m, = <3 ~ 25,83

1
¢) Az ABC haromszog teriilete T = 336. A hozza hasonlo haromszog teriilete: t = 1 -336 = 84, mivel a hasonlosag

aranya 0,5, és a teriilet a hasonlésag ardnyanak négyzetével aranyos.
A kérdéses test egy csonkagila, irjuk fel a térfogatat:

V= %(T+\/ﬁ+t) = ?-(3364—\/336-844—84) = 2352.

3. a) Hdny olyan négyjegyi szém van, amely oszthatd 3-mal és 9-re végzddik?

b) Ha egy szamtani sorozat elsé 51 darab pdratlan sorszami elemének 0sszegébdl kivonjuk az elsd 50 darab pdros
sorszdamu elemének dsszegét, kilonbségként 2007-et kapunk. Ha ugyanennek a szamtani sorozatnak az elsé 50 darab
pdros sorszamu elemének dsszeqébdl kivonjuk az elsd 50 darab pdratlan sorszami elemének dsszegét, akkor pedig 2000
a kulonbség. Hatdrozzuk meg a sorozat 101. elemét. (14 pont)

Megoldas. a) A 9-re végz6ds négyjegyl szam akkor oszthaté 3-mal, ha a 9 el6tt levé haromjegy szam oszthato
3-mal. 900 haromjegyd szam van, és ezek koziil minden harmadik, azaz 300 darab oszthatd 3-mal.

Vagyis 300 darab olyan négyjegyd szdm van, amely oszthaté 3-mal és 9-re végzsdik.

b) Legyen a szamtani sorozat elsé eleme a, a differenciaja d.

Az els6 51 darab paratlan sorszamu elemének Osszege: 51a + 2550d.

Az els6 50 darab paros sorszdmu elemének Osszege: 50a + 2500d.

Az els6 50 darab paratlan sorszamu elemének Osszege: 50a + 2450d.

A sz6veg szerint:

(51a + 2550d) — (50a 4 2500d) = a + 50d = 2007,
és  (50a+ 2500d) — (50a 4 2450d) = 50d = 2000.

Vagyis d = 40, a = 7. A sorozat 101. eleme az a + 100d = 7 + 100 - 40 = 4007.
4. Mekkora szégben litszik o PQ szakasz az y = x> — 2z — 2 egyenlettel megadott alakzat P(—1;1) és Q(2;—2)
pontjiban hizott érinték metszéspontjabol? Adjuk meg az érinték metszéspontjinak koordindtdit. (14 pont)



Megoldas. Az érinté meredekségét az elsé derivalt adja:
(22 =22 -2) =22 —2.

A P pontra illeszkedd érinté meredeksége —4, a @ pontra illeszkeds érinté meredeksége 2. A P-re illeszkedd érinté
egyenlete:

ep: y—1=—-4(z+1),

azaz y = —4x — 3. A @Q-ra illeszked§ érint6 egyenlete:

eg: y+2=2x-2),

1
azaz y = 2x — 6. Vagyis a két érint6 metszéspontja: R (5, —5).

A PQR héaromszog oldalainak hosszat kiszamitjuk a csicsok koordinataibol: RQ = /11,25, RP = /38,25,
PQ = 3v/2. Trjuk fel a koszinusz-tételt a kérdéses szogre:

18 = 11,25 + 38,25 — 2- /11,25 - /38,25 - cos ¢,

ahonnan cos ¢ = 0,7593, vagyis ¢ =~ 40,6°.
II. rész

5. Legyen P az ABCD négyzet AC dtlojanak az a pontja, amelyre AP = AB = 1. Az AC dtldra a P pontban dllitott
merdleges egyenes a BC oldalt a QQ pontban metszi. Az ABCD sik P pontjiban a sikra dllitott merdleges egyenesre
mérjik fel a PE = 1 tdvolsdgot.

a) Igazoljuk, hogy az ABQP négyszig deltoid.

b) A deltoid terilete hanyadrésze a négyzet teriletének?

¢) Szdamitsuk ki az ABCDE gila oldallapjainak az alaplap sikjdval bezdrt hagjldsszdgét. (16 pont)

Megoldas. a) A feltétel szerint AP = AB =1 és AC = /2, azért PC = v/2—1. A CPQ derékszogl haromszogben
a C-nél 45° van, ezért PQ = PC =2 —1. A CPQ derékszogl haromszog atfogojanak hossza: CQ = \/5(\/5 - 1) =

2 — v/2. Ebbol kovetkezik, hogy BQ = CB — CQ =1~ (2 - V2) = V2 — 1. Vagyis AP = AB, valamint BQ = PQ,
igy az ABQP négyszog valoban deltoid.
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b) Az ABCD négyzet teriilete 1. Mivel az ABQP négyszog derékszogl deltoid, azért teriilete: ¢t = AB - BQ =
1- (\/5 — 1) ~ 0,41. Ennyied része a deltoid teriilete a négyzet teriiletének.

¢) Két-két oldallap hajlasszoge megegyezik, igy két szoget kell kiszamitanunk. A P pontbol az AD élre allitott
merdleges talppontja legyen L, a DC élre allitott merdlegesé pedig M. Az APL és a PCM egyenls szara derékszogi

1 2-1
haromszogek felhasznalaséval: LP = ﬁ’ MP = V2 ol A keresett «, illetve 3 szogek az LPE és az M PFE derékszogi
haromszogekbdl hatarozhatok meg:
1
tga = —— = V2, vagyis o =2 54,74°
V2
) 1 V2 : o
és tgfh= Ny vagyis 8~ 73,68°.

V2

6. A 10" + 14" + 15™ + 21" kifejezésben az n 3-mal oszthatd pozitiv pdmtla egész szamot jelol.

a) Igazoljuk, hogy a négytagi dsszeg minden ilyen n esetén oszthatd lesz 1260-nal.

b) A négytagi dsszeg két tagjdat véletlenszerien kivdlasztjuk. Mekkora valdsziniséggel lesz a két tag dsszege hdrommal
oszthato? (16 pont)

Megoldas. a) Alakitsuk 4t a négytagu kifejezést:
10" + 14" + 15" + 21" =27 - 5" 427 . 7" 437 . 5" 43" - 7 = (2" +3")(B" + 7).
Legyen n = 3k, ahol k paratlan pozitiv egész szamot jelol. Ekkor
(27" +3™) (5" 4+ 77) = (23F + 33%)(53F + 73F) = (8% + 277) (125" + 343F).

Mivel a kitevék paratlan szamok, azért 35 | 8% +27% és 468 | 125" + 343%. A 468 oszthato 36-tal, és (35;36) = 1, ezért
a kifejezés oszthato 35 - 36 = 1260-nal.

b) A négytagt Osszeg két tagjat hatféleképpen valaszthatjuk ki. Mivel a kitev6k paratlan szamok, azért az Osszeg
oszthato lesz az alapok Osszegével. Az alapok Osszege a kovetkezd hat érték koziil keriilhet ki: 24, 25, 31, 29, 35, 36.
Ezek koziil két szam oszthaté harommal, vagyis két esetben biztosan 3-mal oszthato az 6sszeg. A tovabbi négy esetben
nem kaphatunk 3-mal oszthato szamot, mert a kéttagu Osszeg egyik tagja oszthaté 3-mal, a masik pedig nem. Igy a

keresett valoszintség %
7. Igazoljuk, hogy a valds szamok halmazdn értelmezett f(x) = 823 — 62 — 1 hozzdrendeléssel megadott fiigguénynek
hdrom kiillonbézd zérushelye van és ezek kézil a legnagyobb: 1 = cos % (16 pont)
Megoldas. Tudjuk, hogy f(z) mindeniitt folytonos fliggvény. Mivel az
f'(x) =242 — 6

1 1
fliggvény zérushelyei a —3 és az 3 azért itt lehet az eredeti fiiggvénynek lokalis szélsGértéke. Ezeken a helyeken az elsé

derivalt elGjelet valt (pozitivbol negativba, illetve negativbol pozitivba megy at), igy az els6 helyen lokalis maximuma,
a méasodik helyen lokalis minimuma van a fliggvénynek. Szamolassal kapjuk, hogy f(—0,5) =1 és f(0,5) = —3. Vagyis

11
a } —5 5} intervallumon van zérushelye a fiiggvénynek.
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LA ,paratlan” sz6 mult havi feladatsorunkban kimaradt, ett6l a feladat pontatlanna valt. A hibaért elnézést kériink.



1
Mivel lim (82 — 6z — 1) = oo, azért az } 5700 { intervallumon is van zérushelye a fiiggvénynek.
Tr—r0o0

1
Mivel lim (8;103 — 62— 1) = —o0, azért a } —00; —5} intervallumon is van zérushelye a fiiggvénynek.
r—r — 00
Azaz van harom kiilonb6z6 zérushelye.

1
Mivel f(0) = —1, azért a kozéps6 zérushelyrdl az is megéllapithato, hogy a } -3 0] intervallumon talalhat6. Ez

azt jelenti, hogy két negativ és egy pozitiv zérushellyel rendelkezik a fliggvény. Tudjuk, hogy cosg > 0, ezért ha az

r1 = Cos g valoban zérushelye a fiiggvénynek, akkor az a harom zérushely koziil csakis a legnagyobb lehet.

1
A I haromszorosa g, ami nevezetes szdg. Tudjuk, hogy cosg =3 Alkalmazzuk a cos3a = 4cos® a — 3cos

Osszefiiggeést:

cos% = 4 cos® % —3COS%.

Ezt 2-vel szorozva és rendezve kapjuk:
7T ™
8cos® — —6cos— —1=0.
cos” g cos g

Ez pontosan azt jelenti, hogy az f(x) = 82% — 62 — 1 hozzarendelést fiiggvénynek az z; = cosg a zérushelye.

8. a) Egy szabdlyos sokszdget két dtldjdval négy sikidomra vagtunk: négyszogre, dtszogre, hatszogre és nyolcszagre.
Hdny oldala van a szabdlyos sokszognek?

b) Eqy szabdlyos tizendtszog csicsait pirosra, a belsejében pedig néhdny pontot zéldre szineztink. Az igy kapott szines
pontokat minden lehetséges mddon pdronként dsszekiotottik eqgy-eqy szakasszal. Azon szakaszok szdma, amelyeknek a
végpontjai azonos sziniek megegyezik azon szakaszok szamdval, amelyeknek a két végpontja nem azonos szinid. Hany
darab zold pontot vettink fel a sokszog belsejében? (16 pont)

Megoldas. a) A feladatban szerepls két atlo metszi egymast. Az atlok egy-egy darabja oldala lesz a keletkezett
sokszogeknek. Mind a négy sokszogben két-két oldal az &atlok egy-egy darabja lesz. Ezért a négyszognek ketts, az
Otszognek harom, a hatszognek négy, a nyolcszognek pedig hat olyan oldala van, amely az eredeti sokszognek is
oldala. Az eredeti sokszog minden oldala szerepel valamelyik keletkezd sokszog oldalaként. Ezért az eredeti sokszégnek
243+ 4+ 6, azaz 15 oldala van.

15
b) Legyen a zold pontok szama n. A piros végi szakaszok szama < 5 ), a z0ld végi szakaszok szdma <Z) Azon
szakaszok szama, amelyeknek az egyik vége piros, a masik pedig z6ld, 15n. Felirhatjuk a kovetkezs egyenletet:

n 15\ nn—1) 15-14
<2> + <2) = 15n, azaz 5 + 5 = 15n.

Rendezziik az egyenletet: n? — 31n + 210 = 0. A két gyok: ny = 10, ng = 21. Vagyis a zold pontok szama 10 vagy 21.
9. Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet a valds szdmok halmazdn:

\/(7+4\/§)w+\/(7—4\/§)1=g. (16 pont)

Megoldas. Alakitsuk at az egyenletet, felhasznélva, hogy (2 + \/5)2 = (7+ 4\/5) és hasonloképpen (2 — \/5)2 =

(7—4V3):

Ve+va 1= V8" =2 imen (24VE) +(2-VE)" =2
|

Legyen (2+V3)" = a, ekkor (2—-V3)" = -.

1 5
Megoldjuk az a + — = 3 egyenletet, amit 2a-val szorozva és rendezve kapjuk, hogy:
a

2¢®> —5a+ 2 =0.



1
A gyokok: a1 =2, as = 5

A (2+V3)" =2 egyenletbsl kapjuk, hogy

lg2
T = ————— = 0,5263.
! lg (2 + \/5)
z 1 .
A(2+Vv3) = 3 egyenletbsl kapjuk, hogy
log% B lg2

~ —0,5263.

2

Tlg(2+v3)  lg(2+V3)



