I. rész

1. Hatdrozzuk meg azokat az a, b, c egész szamokat, melyekre teljesil a kévetkezd két tulajdonsdg:
i) A hdrom szdm dsszege fele a szorzatuknak;
i1) Az egyik szdm egyenld a mdsik kettd dsszegével. (11 pont)

Megoldas. Feltehetjiik, hogy a = b+ ¢, igy 2(a + b + ¢) = 4a = abe, azaz
a(bc —4) = 0.

I. eset: a = 0. Ekkor b = —c (c tetszlleges egész).
II. eset: bc = 4. Vagyis a 4-et kell két egész szam szorzataként elgallitanunk. Ekkor a megoldasok:

a=5 b=4, c=1; a=-5 b=-4, c=-1;
a=5 b=1 c=4 a=-5 b=-1, c=—-4
a=4, b=2, c=2; a = c=—2.
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2. Két, eqy sikban halado repildgép repiilési pdlydja két, eqgymasra merdleges egyenes. Eqy adott pillanatban pdlydjuk
képzeletbeli metszéspontjdtol az egyik repildgép 2 km, a mdsik 2,5 km tdvolsdgban van. Az elébbi gép sebessége 270 km /h,
a mdsiké 180 km/h. A gépek vészjelzdje figyelmezteti a pildtdkat, ha 1 km-nél jobban megkdzelitik egymdst.

a) Hatdrozzuk meg, hdny mdsodperc milva lesz a két repildgép tdvolsiga minimdlis. (9 pont)

b) Megszdlal-e a vészjelzd a repildgépeken? (8 pont)

Megoldas. a) Tegyiik fel, hogy a gépek a metszéspont felé kozelitenek. Az egyik gép sebessége 75 m/s, a méasiké
50 m/s. Palyaik metszéspontjatol ¢ méasodperc elteltével az egyik gép 2000 — 75¢, a méasik 2500 — 50t méter tavolsagban
lesz. A két gép tavolsaga:

d= \/ (2000 — 75t)* + (2500 — 50¢)°,

aminek a minimuméat keressiik. Ez akkor minimalis, amikor

d? = 8125 t2 — 550 000 ¢ + 10 250 000

550000

3 8125 ~ 33,85 masodperc. (Ekkor az els§ gép mar tul lesz az utvonalak

minimalis. A kifejezés minimumbhelye: ¢t =
metszéspontjan.)

b) A kapott t értéket behelyettesitve a tavolsagképletbe kapjuk, hogy a két gép minimalis tavolsiga 971 méter,
tehat a vészjelz6k megszolalnak.

3. Egy nem dllandd szamtani sorozat elsd hdrom eleme kézil a mdsodikat és a harmadikat felcserélve egy mértani
sorozat elsé hdrom elemét kapjuk. A szamtani sorozat elsd eleme egyenld a mdsodik és a harmadik elem szorzatinak
ellentettjével. Hatdrozzuk meg a szdmtani sorozatot. (14 pont)

Megoldas. A szamtani sorozat elsé elemét a-val, differencidjat d-vel jelolve a szamtani sorozat elemei sorban
a, a +d és a + 2d; a mértani sorozaté pedig sorban a, a + 2d és a + d. A mértani sorozat tulajdonsaga szerint:
d 2d 4
atd _ 820 bt stalakitva adodik, hogy a = —2d (d£0)

a+2d  a
A masodik feltétel szerint a = —(a + d)(a + 2d). Behelyettesitve az a-ra kapott kifejezést kapjuk, hogy d = —6 és

a=8.
A keresett szamtani sorozat tehat a, = 8 — (n — 1) - 6, ami valoban megfelel a feltételeknek.

4. Egy 30 fés osztdlybol hanyféle killonbézé mddon dllithatunk dssze

a) egy otfds csoportot; ( )
b) egy legfeljebb it-, de legaldbb kétfés csoportot; (4 pont)
¢) egy 6tfds csoportot, ha az osztdly didkbizottsdg elnokének mindenképp benne kell lennie; ( )
d) egy 6tfds csoportot, akik kozil egy embert csoportvezetdnek jelolink ki? ( )

30
Megoldas. a) 5 )= 142 506.

30 30 30 30
b) (5>+<4) + (3>+ (2> = 174 406.
29
¢) Ekkor a maradék 29 diakbol kell négyet valasztanunk: ( 4) =23 751.

d) Az els6 kérdésnél kapott eredményt szorozzuk 5-tel, hiszen az 6t tag koziil barmelyikiik lehet a csoportvezeto:
30
<5> -5 =712 530.



II. rész

5. Egy egyenes korkip alaki edény alapkirének sugara 12 cm, magassiga 18 cm. Az edényt csicsdra dllitjuk, és
1 liter vizet toltink bele.

a) Milyen magasan dll benne a viz? (8 pont)

b) Mennyi festékre lenne sziikség az edény kilsd faldinak befestéséhez, ha 1 liter festék 8 m? feliiletre elegendd?
(8 pont)

Megoldas. a) A betoltott viz altal elfoglalt rész hasonloé az edényhez, tehat egy olyan egyenes korktp, melynek
magassiga masfélszerese az alapkor sugardnak. Sugarat p-val jelolve

o*m - 1,50

3000
1000 = — ahonnan 150=15- {/—

~ 12,9 cm.
Lom ,9 cm

Tehat a viz kb. 12,9 cm magasan all benne.

b) A kuppalast felszinét kell kiszamolnunk. Pitagorasz tételébol a kap alkotoja: a &~ 21,63 cm. A kippalast felszine:
A = rra ~ 815,43 cm?.

Mivel 1000 cm? festék 80 000 cm? feliilet befestéséhez elegends, azért az edény falahoz elég lesz 10,19 cm?® = 10,19
milliliter festék.

6. A hagyomdnyos otdslotton eqy szelvénnyel jdtszva a nyerés (legaldbb két taldlat) esélye kb. 2,33%. A nagy
nyeremény reményében 100 véletlenszerien kitoltott szelvényt kildink jatékba.

a) Mekkora valdszintiséggel lesz legaldbb egy nyertes szelvényink? (5 pont)

b) Mekkora valdsziniiséggel lesz pontosan hdrom nyertes szelvényink? (5 pont)

c¢) Hiny szelvényt kellene feladni egy adott héten, hogy legaldbb 99% valdsziniséggel legyen kiztik nyertes szelvény?
(6 pont)

Megoldas. a) P(legalabb 1 nyertes) = 1 — P(egy se nyer) = 1 — (1 — 0,0233)

100
b) P(3 nyertes) = ( > -0,0233% - (1 —0,0233)"7 ~ 0,208.

190+ 0,905.

¢) 0,99 < P(van nyertes) = 1 — P(egy se nyer), azaz
0,01 > P(egy se nyer) = (1 — 0,0233)".

Mindkét oldal logaritmusat véve: —2 > n - 1g0,9767. Ebbél kapjuk, hogy

—2

2 1053
"= 1209767 )

Tehat legalabb 196 szelvénnyel kellene jatszanunk.

7. Egy szdmunkra megkozelithetetlen hegy tetején dllé addtorony magassdgdt szeretnénk meghatdrozni. A hegy
labdval azonos magassdigban elterild siksigon felvessziik az egymdstol 80 méterre lévd A és B pontokat gy, hogy a
B pontbdl az A pont és a torony (ebben a sorrendben) egy irdanyban ldtszédjanak. Az A pontbdl a torony aljdt 41°30'-es,
a tetejét 49°-0s, a B pontbdl a torony aljdt 34°15'-es szdg alatt ldtjuk.

a) Milyen magas a hegy? (7 pont)
b) Milyen magas a torony? (5 pont)
¢) Mekkora szog alatt ldatszik a B pontbdl a torony teteje? (4 pont)

Megoldas. a) Az adotorony tetejét jelolje T, aljat T”, a toronynak a talaj sikjara esé merdleges vetiilete pedig
legyen H. Ezekkel a jelolésekkel T AH< = 41,5°, tehat T'AB< = 138,5°, T'BA< = 34,25°, mig AT'B< = 7,25°.
A T'AB haromszogben a szinusz tételt felirva:

T'A  sin34,25°

80  sin7,25°
s ebbdl 134,950
S11n
T'A =80 ——2— ~ 356,8.
sin 7,25° ’

A T'H A haromszdgbdl:
T'H = T'A - sin41,5° ~ 2364,

Vagyis a hegy magassaga kb. 236,4 m.
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41,57\ [34,25
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b) A TT'A haromszogben T'AT<t = 7,5° és T'T A< = 41°. A szinusz tétellel:

TT' sin7,5°
=6 bbol TT' = 3568 -
T'A~ smaro’ OOP° ’

sin 7,5°
_ ~T1.
sin41°

Vagyis kb. 71 m magas az adétorony.
!

HA=—"" ~92672.

°) tgd1,5° ’
TH TT'+T'H 3074

WCHBT<= 7 = Fat aB ~ 3472

ahonnan HBT< ~ 41,5°. Vagyis a torony teteje a B pontbdl kb. 41,5°-0s szogben latszik.

8. Adott a koordindta-rendszerben az
2?4+ y? =4 —2y—20=0

egyenletd ki kor.
a) Hatdrozzuk meg a k1 korbe irt derékszogd hdromszog harmadik csicsdnak koordindtdit, ha két ismert csicsdinak
koordindtdi (—2;4) és (5;5). (6 pont)
b) Keressiink az x tengelyen olyan pontot, melybdl a ki kérhiz és az

r—12)° +y* =4
( y

egyenletd ko korhoz hizott érinték hosszisdiga egyenld. (10 pont)

Megoldas. a) A kor egyenletét atalakitva: (z — 2)2 +(y— 1)2 = 25. Tehat a kor kozéppontja a P(2;1) pont, sugara
pedig 5 egység.

A két megadott pont valoban rajta van a koron.

Thalész tétele miatt a két pont altal meghatérozott szakasz a derékszogi haromszognek csak befogdja lehet, a
haromszoég harmadik csicsa pedig a megadott pontok valamelyikén dthaladé atmérd atellenes pontja.

A kor kozéppontjat felhasznalva ezek konnyen meghatarozhatok: (6; —2) vagy (—1; —3).

b) A keresett T pont koordinatéi legyenek (¢;0), az egyik érintési pont ki-en legyen Si. A ko kor kozéppontja
U(12;0), sugara 2 egység, az egyik érintési pont itt legyen Sy. T'S1 P és T'SoU haromszogek derékszogtiek, a T'S; és
TS, érintGszakaszok egyenlsk.

A Pitagorasz-tételeket felirva:

TS? =TP?> - PS? = (t —2)* + (0 — 1)* — 5%
TS2 =TU? -US? = (t —12)° — 22

TS, = T'Sy miatt: (t — 2)° — 24 = (t — 12)* — 4. Ezt megoldva ¢t = 8 adodik.
Vagyis a keresett pont a (8;0).

9. a) Hatdrozzuk meg az f(x) = px® + 2z + q fiigguény grafikonja, valamint az x = 4 és az x = 6 egyenesek dltal
kézrezart sikidom tertiletét, ha tudjuk, hogy

/0 flz)de = -2 és /2 f(z)dx = 54. (9 pont)

b) Hatdrozzuk meg azon k értékeket, melyekre

k
/0 f(x)dz = 0. (7 pont)



Megoldas. a) A két integral értékébdl egy-egy egyenletet irhatunk fel a két ismeretlen paraméterre:

2

2 3
8
/(p:v2+2w+q)d:c={p—§ +:v2+q:1c] D ra+20=-2,
0

0

4 pa3 4 64p 8p
/ (pr? + 22+ q)dx = [7+x2+q;v] = (T+16+4q> - (§+4+2q) =
2 2

:?+12+2q:54.

Rendezve a két egyenletet kapjuk, hogy 8p+ 18 +6¢ = 0 és 56p — 126 + 6g = 0. Az egyenletrendszer megoldasa: p = 3,
q = —7. A keresett teriilet:

6 6
/ 32% 420 — 7= {x3+x2—7xh: (216 + 36 — 42) — (64 + 16 — 28) = 210 — 52 = 158.
4

k k
/ 322 4+ 22— 7 = [:c3+x2—7:c]0=k3+k2—7k=k(k2+k—7)=o.

0
—14++29 1—+/29
2

A harmadfoku egyenlet megoldasai: k1 = 0, ke = ~ 2,19, k3 = — 5 ~ —3,19.



