I. rész

1. a) Egy urndban 100 cédula van 1-t61 100-ig megszdmozva. Mennyi a valdszinisége annak, hogy egyszerre két
céduldt kihizva ikerprimszamok lesznek a céduldkon? (Ikerprim két olyan primszdm, amelyek a természetes szamok
sorozatdban egymds utdn kovetkezd pdratlan szdmok.)

b) Mennyi a valdszintsége a ,hdrmas iker” hizdsdnak, ha hdrom céduldt hizunk ki egyszerre? (11 pont)

Megoldas. a) 1-t6l 100-ig Osszesen 8 par ikerprimszam van: (3;5), (5;7), (11;13), (17;19), (29;31), (41;43), (59;61)
100
és a (71;73). A 100 cédula kozil kettst < ) ) = 4950-féleképpen lehet kivédlasztani, ezért a keresett valoszintiség

b) ,Harmas iker” csak egyféleképpen hiizhato, mert harom egymast kovets paratlan szam kozott mindig lesz egy
3-mal oszthato. A 3-mal oszthato szamok kozott pedig egyetlen primszam van, a 3. A | harmas iker” igy a (3;5;7).
A keresett valosziniiség:
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2. Oszthatd-e a 19 binomidlis egyiitthaté 17-tel? (12 pont)
Megoldas.
(38)_ 38! _1-2-3-...-16-17-18-...-34-...-38
19)  19!-19! (1-2-3-...-16-17-18-19)>

A szamlalo és a nevezd is a 17-nek pontosan a masodik hatvanyaval oszthato, ezért 172-nel lehet egyszertsiteni. Tudjuk,
38
hogy <19) egész szam.
38
Az el6z6ek alapjan lathato, hogy a (19> binomidlis egyiitthaté nem oszthatd 17-tel.

3. Az
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kor egyenletében hatdrozzuk meg a k paraméter értékét gy, hogy a kér mindkét koordindta-tengelyt érintse. (14 pont)

Megoldas. Alakitsuk at az egyenletet:
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A kor akkor érinti mindkét koordinata-tengelyt, ha ‘—5 =
Az egyenletnek harom megoldasa van: k1 = —2, ko = 2 vagy ks = 0.
A ky = —26s aky = 2 esetén pozitiv valos szam lesz az r (r = 1). Ezek adjak a két megoldést: (z — 1) 4+(y — 1)° =1

és (z+1)7° +(y—1)>=1.

feltéve, hogy a gyokjel alatti kifejezés pozitiv.

4. a) Oldjuk meg az [x]* +3- [2] — 10 = 0 egyenletet a valds szdmok halmazin. (Az [z] az z-nél nem nagyobb egész
szdmok kozil a legnagyobbat jelenti.)

b) Milyen p és q egész szamok esetén elégiti ki egyetlen eqység hosszisdgi szamkiz az [x]2 +plx] + ¢ = 0 egyenletet?
(14 pont)

Megoldas. a) Az [z]-re két értéket kapunk: [z], = 2, [z], = —5.

Ha [z], = 2, akkor = € [2;3].

Ha [z], = —5, akkor « € [—5; —4[.



Vagyis a megoldas: x € [—5; —4[U [2; 3[.
b) Az adott egyenlethdl [z]-re egy megoldast kell kapnunk, ha

D=p*~49=0 (pq€Z).
Vagyis a ¢ négyzetszam és a p paros szam kozott ha fennall a p? = 4q Gsszefiigges, akkor az egyenletnek a megoldasa
egyetlen, egység hosszisagu szamkoz.

II. rész

5. Hatdrozzuk meg az z° + (3-— 2a);v2 — %z — 3a® + 2a® = 0 egyenletben az ,a” valds paraméter értékét igy, hogy
az egyenlet valos gyokei valamilyen sorrendben mértani sorozatot alkossanak. (16 pont)

Megoldas. Alakitsuk szorzatta a harmadfoku kifejezést:

23 + (3 = 2a)2? — a®x — a*(3 — 2a) = 0,
z(z? —a®) + (3 —2a) - (z? —a?) =0,
(2% —a?) - (x+3—2a) =0,
(x—a)-(x+a) (x+3—2a)=
Ebbdl az alakbol leolvashatok az egyenlet gyokei: x1 = a, xo = —a és x3 = 2a — 3.
Hérom eset lehetséges.
[. A mértani sorozatban kozépss elem az x9 = —a. Ekkor (—a)2 = a- (2a — 3). Ennek az egyenletnek két gyoke
van: a; = 3, ag = 0.
Az a; = 3 esetén a mértani sorozat elemei: 3; —3; 3 (¢ = —1).
Az a3 = 0 nem ad megoldast.
II. A mértani sorozat kozépss eleme az 1 = a. Ekkor a® = —a(2a — 3). Ennek az egyenletnek két gyoke van:
az = 1, ay = 0.
Az a3 =1 esetén a mértani sorozat elemei: —1; 1; —1 (¢ = —1).
Az a4 = 0 nem ad megoldast.
III. A mértani sorozat kozépss eleme az x3 = 2a — 3. Ekkor (2a — 3)2 = —a”. Ennek az egyenletnek nincs valos
megoldésa.

Vagyis két megfelels paramétert talaltunk: ay = 3, ag = 1.

6. Eqgy szabdlyos sokszdgben A, B, C' és D a sokszg négy egymds utdni csicsa, az AC szakasz négyzetes kézepe az
AB és AD szakasznak. Hdny oldali o sokszdg? (16 pont)

Megoldas. Legyen a sokszog koré irt kor sugara 1. Jeloljiikk az AB-hez tartoz6 koézépponti szoget 2a-val. Ekkor
AB = 2sina, AC = 2sin2a és AD = 2sin 3a.

| AB? + AD?
A feladat feltétele szerint AC = + azaz 2AC? = AB? + AD?. Ebbdl kovetkezik, hogy

2.4 -sin? 2a = 4sin® a + 4sin® 3a,

azaz 2sin® 2a = sin® « + sin? 3a. Az addicios tételek felhasznalasaval a

2

8sin? avcos? o = sin® a + [sin o3 — 4sin? a)]2



egyenlethez jutunk. Mivel sin? v # 0, azért eloszthatjuk vele az egyenlet mindkét oldalat. Igy a 8cos’a = 1 +
(3 — 4sin? oz)2 egyenletet kapjuk. Tovabbi alakitasokkal:

8 —8sin®a=1+9— 24sin® a + 16sin* «, 8sin* v — 8sina+1 = 0.

2442 s 2F V2

Ebbél kapjuk, hogy sin® o = —1 amihez cos” a = 1 tartozik. Ekkor

2+£v2 2FV2 1

4 4 2

Csak abban az esetben kaphatunk szabalyos sokszoget, ha a 2« fokban mért értéke n-ed része 360°-nak, ahol n > 4.
Az egyetlen megfelels érték a 2 = 45°. Ez azt jelenti, hogy a szabalyos sokszog nyolcoldalit.

7. a) Oldjuk meg a

2

sin? 2a = 4sin? acos®? a =4 -

252 — {2\/58111 (a—i— g)] T+ sin2a =0

egyenletet, ahol az o valds paraméter.
b) Mutassuk meg, hogy az f(a) = sin* o + cos® a hozzdrendeléssel adott, valds szimokon értelmezett fiigguény a
gla) = cos? a hozzdrendeléssel adott, valds szimokon értelmezett figgvény transzformdltja. (16 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet a kovetkezs alakban is irhaté az addicios tételek segitségével:
2% — (sina + cos @)z + sinacosa = 0.

A gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefliggést alkalmazva az egyenlet gyokei: x1 = sina, xo = cosa.
b) f(a) = sin* a + cos® o = (sin® a + cos? a)2 —2sin?acos’a =

1 1 1
=1- §sin22a= §+—cos22a.
8. a) Mutassuk meg, hogy azy = 2° + ax® + (2a — 3)x + a — 2 gorbesereg minden tagja egy ponton megy dt, ahol
»a” tetszdleges valds szam. Adjuk meg ennek a fix pontnak a koordindtdit.

b) Hogyan kell megudlasztani az ,a” paraméter értékét, hogy a hozzd tartozé girbe xo = 2 pontjiban hizott érintdje
dthaladjon o P(—1;0) ponton? (16 pont)

Megoldas. a) Két tetszbleges a értékhez tartozo gorbe kozos pontja megadja a fix pontot. Legyen a = 0, illetve
a=1.Haa=0,akkory =2 -3z -2 Haa=1,akkor y = 2® + 2* — 2z — 1.

Meghatarozzuk a két gorbe kozos pontjat:

B4 —x—1=2>-3x-2, azaz 2> +2x+1=0.

Vagyis x = —1.

A két gorbe kozos pontja P(—1;0), és ez valoban kielégiti a gorbesereg minden tagjanak egyenletét.

b) Felhasznaljuk, hogy a keresett gérbe xo = 2 pontjahoz tartozé érintGjének meredekségét a derivalt helyettesitési
értéke adja. Az f'(x) = 32° + 2ax + 2a — 3. Ebbdl f/(2) = 6a + 9 = m,. Az érintési pont masodik koordinatéja
f(2) = 9a, ezért az érintési pont F(2;9a). Az érints egyenlete az a paraméter fliggvényében y — 9a = (6a+9) - (z — 2).
Mivel 4t kell mennie a P(—1;0) ponton, azért —9a = —3(6a + 9).

Vagyis a megfelel§ paraméter: a = —3.

9. a) Hatdrozzuk meg az ,a” paraméter értékét, ha

. 27 -1
Jm f (2w+1) =0
ahol f(z) = ax® — 3z + 2.

b) Szdmitsuk ki az f(x) = 2 — 32 + 2 hozzdrendeléssel megadott figguény grafikonja és az x tengely dltal megha-
tarozott sikidom teriletét. (16 pont)
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Megoldas. a) El6szor szamitsuk ki az f(z) fiiggvény

(a—1)-22* —(2a—4)-2"+a+5
22r4+2.27 41 '




Ennek hatérértéke:

. 27 —1
mli)n;o(Zm_Fl)—a—l—O = a=1.

Ezért f(x) = 2* — 3z + 2.
b) Az f(z) fiiggvény zérushelyei: 21 = 1 és zo = 2. A kérdéses teriilet:

3 3a2 2 8 1 3 1
T o =2 —644)—(Z—242)|=2
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