I. rész

1. Oldjuk meg a kévetkezd egyenleteket a valds szamok halmazdn:
Cl) (4—$2)\/1—$:O,
b) (0,41 — 2,5w+1 _ 175) -logg(gc + 3) =0;

, x
¢) sinz = 5 cos 5

Megoldas. a) A négyzetgyok miatt 1 — x > 0, azaz z < 1. Egy szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezGje 0:
ha 4 — 2% = 0, akkor |z| = 2, de az értelmezési tartomany miatt 2 nem lehet 2;

ha v1 —z =0, akkor x = 1.

Tehat © = 1 vagy «* = —2, és mindkett§ megoldas.

b) A logaritmus miatt 4+ 3 > 0, azaz © > —3. Egy szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezgje 0:

Ha 0,4° — 2,571 — 1,5 = 0, akkor

x x+1 2x x
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2\"* 5 21\
Ezt az egyenletet mésodfokiként megoldjuk: (3) =5 amibél 1 = —1, vagy <5) = —1, ami nem lehetséges.
Ha logs(x + 3) = 0, akkor x = —2 adddik.
Innen z = —1; z = —2, amelyek megoldasok.
¢) A sinz = 2sin g cosg miatt rendezés utan vagy cosg = 0, innen z = 7w + 2km, k € Z; vagy sing = ami

lehetetlen.

5;

2. Az ABCD rombusz két szemkdézti csiicsa A(0;0), C(2;4). Az A és C csiicsokndl lévd sz6g 120°. Hatdrozzuk meg
a B és D csucs koordindtdit.

Megoldas. Az atlok szogfelezdk is a rombuszban, ezért ABC), illetve AC D szabélyos haromszogek, oldalaik v/20
egység hosszuak. A hianyzé cstucsok az A kézéppontd v 20 sugari, és a C kdzéppontta v 20 sugari korck metszéspontjai,
vagyis az x2 + y* = 20 és az (z — 2)2 +(y— 4)2 = 20 egyenletekbdl allo egyenletrendszert kell megoldanunk.

A keresett pontok: B(l +2v3;2 — \/3), D(l —2V/3;2+ \/g)

3. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert a valds szamok halmazdn.

z® — 2%y —dzy® + 4> =0
202 +y% =12

Megoldas. Az els6 egyenlet szorzatta alakithato:
a® — 2Py —dwy® + 4y’ = 2P (- y) — 4P (@ —y) = (2 — y) (@ - 2y)(z + 2y).

Harom esetet kapunk: z = y vagy = = 2y vagy * = —2y.
Rendre behelyettesitve a méasodik egyenletbe a kovetkez& megoldasparok adédnak:

557) (55) (595) (5%

(2§2)7 (_2§—2)= ( '3 —T,—T 3 '3 3 3

4. Az ABCD paralelogramma keriilete 26 egység, AB < AD, a BCD hdromszigbe irhaté kir sugara \/3 egység, a
paralelogramma B csiicsndl 1évd szoge 120°. Mekkordk a paralelogramma oldalai?

Megoldas. Legyenek P, @, R az érintési pontok, O a kor kézéppontja, AB = a. Az OPC haromszog derékszog,
POC = 60°, ezért PC = 3. Tudjuk, hogy DC + CB = 13 (a keriilet fele).



Kiils pontboél huzott érintészakaszok egyenlék: RC = PC = 3, DP = DQ = a — 3, BR = BQ = 10 — a. Ezért
DB =T1.
Az ABD haromszogre irjuk fel a koszinusztételt:
49 = a® + (13 — a)® — 2a(13 — a) cos 60°.

Innen a = 8, illetve a = 5. Mivel AB < AD, azért AB=CD =5, BC =CD = 8.
II. rész

5. Adott 6t pont gy, hogy nincs kézottik hdrom egy egyenesen. Négy egyenes szakaszbol dllo hdlozattal szeretnénk
osszekotni oket, a keresztezés megengedett. Hany ilyen haldzat képzelhetd el?

Megoldas. Haromféle tipust halozat van:

1. 2. 3.

5!
Az els6 tipusubol 5= 60 darab van, mert a kiindul6 pont barmelyik lehet az 6t koziil, a kdvetkezs eggyel kevesebb

stb., és mindegy, hogy melyik a kezd& és melyik a végs6 pont.

A masodik tipusibdl szintén 60-féle lehet, mert a harmas eldgazas 5 helyen lehet, a kettes elagazas 4 helyen, az
ehhez éllel csatlakozo cstcs pedig 3-féle, ezutdn a masik két cstics mar egyértelmd.

A harmadik tipustu 5-féle lehet, mert barmelyik pont lehet az elagazas kdzpontja.

Osszesen 125 eset lehetséges.

6. Igazoljuk, hogy minden hdromszogben
sin? QT_ﬁ + sina - sin 8 + sin? % =1,

ahol o, B, v a haromszdg szdgei.

180° — ar —
Megoldas. Mivel o + 3 + 7 = 180°, azért % - +ﬁ —90° — #
Végezziik el a kovetkezd atalakitasokat:
sin? 2= p + sina - sin 3 + sin? (90o — #) =
= sin? e +sina - sin 8 + cos? a—;—ﬁ =

« I} «@ 2 « o B B
= (S1H§COS§ —COS§SIH§) +4sm§cos§sm§cos§+

o eos @ eos B —sin Cain Y —
COS B COS 5 S1n 5 Sin 5 =

= sin? % <cos2 g + sin® g) + cos? % <cos2 g + sin® g) = sin? % + cos? % =1.



7. Egy hosszu pdlcan egy bolha ugrdl. Minden ugrdsa véletlenszerien balra vagy jobbra térténik, ugrdsainak hossza
10 cm.

a) Hanyféle mddon juthat el 10 ugrdssal a kitnduldsi helytdl 40 cm tdvolsdgra jobbra, illetve 50 ¢cm tdvolsdgra balra?

b) Hatdrozzuk meg, hogy 10 ugrds utdn mekkora valdsziniséggel tartézkodik a bolha a pdlca egyes pontjaiban.

Megoldas. a) Ha z-et ugrik egyik iranyba, akkor (10 — 2z) - 10 = (5 — z) - 20 cm-re jut a kiindulasi helyétsl. Ez
csak 20-szal oszthato tavolsag lehet, 50 cm-re tehat nem tavolodhat el a kiindulasi helyzetbdl.

40 cm tavolsagra eljuthat: (5 — ) - 20 = 40, amibsl x = 3. Tehat 3 ugrasa lesz balra és 10 — 3 = 7 jobbra. Ezt
(13O> = 3'1—0'7' = 120-féle modon teheti meg.

b) A bolha a 10 ugrast 2'°-féleképpen teheti meg, és a palcan a kiindulasi helytsl jobbra vagy balra maximum 10a
tavolsagra juthat el, ahol a < 10 paros szam.

10a cm-re ugy keriilhet, hogy b szamu ugrast tesz balra és (10 —b) szamu ugrast tesz jobbra. Ekkor a = b— (10 —b),

10 10
innen b = g + 5. Tehat ( b ) = (a N 5) -féleképpen teheti meg az ugrasokat. A valosziniség pedig:
2
10
(5+5)
910

8. Az f(z) = (p+ 1)2® — (p + 3)z + 2p hozzdrendeléssel megadott fiigguényben p valds paraméter. Hatdrozzuk meg
a p értékét gy, hogy a fiigguény minden valds x esetén pozitiv értéket vegyen fel.

Megoldas. Ha p = —1, akkor ez egy elséfokt nem allandé fliggvény, ekkor nem teljesiil a feltétel.
Ha p # —1, akkor f mésodfoku fiiggvény, amely akkor lesz minden valés = esetén pozitiv, ha p+1 > 0 és a
diszkrimin&nsa negativ, azaz:
D=(p+3)°—8pp+1)=—Tp>*—2p+9 < 0.

9
Ezp < = vagy p > 1 esetén lenne, de p > —1-nek is teljesiilnie kell.
Igy akkor vesz fel minden valos = esetén pozitiv értéket az f(z) fiiggvény, ha p > 1.

9. Hatdrozzuk meg azokat az (x;y) szdmpdrokat, amelyek kielégitik o kovetkezd egyenleteket:
a) sin?(z +y) — cos®(z — y) = 1;
1

b) E(sinx—l—cosx) =2y? — 4y +3.

Megoldas. a) Mivel sin®(z 4+ y) = 1 — cos?(z + y), azért az egyenlet a kovetkezd alakban is irhato: cos®(z +
y) + cos?(x — y) = 0. Két szam négyzetének Osszege csak tgy lehet 0, ha mindketts 0. Ha cos®(x + y) = 0, akkor
Tty = g+n7r (n € Z); ha cos*(z —y) = 0, akkor z —y = g+k7r (k € Z). Ezekbol: x = g+(n+k)g ésy = (n—k)g,
ahol n, k € Z.

b) Alakitsuk a két oldalt:

1
—(sinx + cosx) = sin (x+ g) <1, 22 —dy+3=20y—1)°+1>1.

V2

Egyenl6ség csak akkor lehet, ha sin (3: + g) =16s2y® —4y+3=1.
Igy x = g + 2km, k € Z és y = 1. Ezek valoban kielégitik az egyenletet.



