I. rész

1. Hatdrozzuk meg a k értékét gy, hogy a kovetkezd egyenletnek legyen valos gydke:

Va2 — 20052 — 2006 + /22 — 2007z + 2006 4+ /22 — k2 = 0.

(11 pont)

Megoldas. Harom nemnegativ valds szam 6sszege csak ugy lehet nulla, ha mindegyik nulla. A mésodfoku kifeje-
zéseket szorzattd bonthatjuk:

V(@ +1)(x — 2006) 4+ /(z — 1)(z — 2006) + \/(z + k)(z — k) = 0.

Az elsG két tag értéke csak akkor nulla egyszerre, ha x = 2006. Ha van megoldas, akkor a harmadik tagnak is nullanak
kell lennie 2006 helyettesitésénél:
(2006)* — k2 = (2006 + k)(2006 — k) = 0.

Vagyis k1 = 2006 vagy ke = —2006.

2. Egy mértani sorozat hdarom egymdst kovetd tagja kézil a harmadik —2. Ha ezt az elsd kettd elé rakjuk, akkor egy
szdmtani sorozat eqgymdst kévetd hdrom tagjat kapjuk. Adjuk meg az eredeti harom szdmot. (12 pont)

Megoldas. A szamtani sorozat tagjai: —2; -2+ d; —2 + 2d.
A mértani sorozat tagjai: -2+ d; —2 4 2d; —2.

A mértani sorozatban (—2 + 2d)* = —2(—2 + d).
Rendezziik ezt az egyenletet: 4 — 8d +4d? = 4 — 2d, 4d*> —6d =0, 2d(2d —3) = 0. Két értéket kapunk d-re: d; = 0
vagy do = 1,5. Az eredeti harom szam: —2; —2; —2 vagy —0.,5; 1; —2. Mindkét szamharmas megfelel a feltételeknek.

3. Adjuk meg a kdvetkezd dsszeget tized pontossdggal:
1 2 3 999
lg(7-4/= 1 72-\ﬁ 1 73-\ﬁ g (T — ).
g( \/;>+g< 3>+g< g )Tt V' 000
(14 pont)

Megoldas. Hasznéljuk a szorzat logaritmuséara vonatkozé azonossagot:

1 2 3 [ 999
lg7—|—lg\/;+lg72+lg\/;+1g73+lg\/;+...+1g7999+1g 000"

Csoportositsuk a tagokat:

1 2 /999
lg74+1g7 4 ... +1g 7% 1\/j 1\/j gy ).
(lg7+1g7*+ ... +1g7 )+<g 5 Hley/3 - +lg 1500

Az els6 zarojeles kifejezést tovabb alakitjuk, a hatvany logaritmusara vonatkozé azonosséag felhasznalasaval:
lg74+1g7 4+ ... +1g7 =1-1g7+2-1g7+...+999-1g7 =

999 - (999 + 1
:(1+2+3+...+999)-1g7:%-@7:499500.@7.

Most a masodik zardjelben 1év6 6sszeget hozzuk egyszeribb alakra:

1\ﬁ+1 \/§+ gy 2y \ﬁ\/? 220

sV e\ T T8 1000~ B\V2V3 V1000 ) T
12 999 _| 13
27371000 ©V71000 "2

3
A keresett Osszeg: 499 500 - lg 7 — 3 ~ 422 125,0.

4. Az ABC' egyenld szdri hdromszég AB alapja 56 cm, a szdrai 53 cm hossziak. Tudjuk, hogy az AB alap F' fele-
zdpontja, a beirt kérének az O kozéppontja, a koré irt korének o K kézéppontja, az S sulypontja, az M magassigpontja
és a C cstucspontja eqy egyenesen vannak.

a) Hdny hdromszdget hatdroznak meg az F, O, K, S, M, C és A pontok?

b) Szamitsuk ki az ASK hdromszig teriletét.



¢) Szdamitsuk ki az FO hosszdt. (14 pont)

Megoldas. a) Mivel az F, O, K, S, M, C pontok egy egyenesre illeszkednek, azért csak agy jon létre valodi

haromszog, ha egyik csicsa A, a méasik ketts pedig tetsz6legesen valasztott pontpar a fenti 6 pont koziil. A haromszogek
6
szama: 9) = 15.

b) Az ASK haromszogben az A-bol huzhato magassag hossza: AF = 28 cm. Az SK oldal hossza az FK és F'S sza-
kaszok hosszénak a kiilonbsége. Az AB alaphoz tartoz6 magassagot Pitagorasz-tétellel szamitva az AC'F haromszoghbol:
28% + m? = 532, ebb6l m. = 45 cm.

A koré irhato kor kozéppontja az alaptol 45 — R tavolsagra van. A koré irt kor R sugarat a Pitagorasz-tétellel

2809
hatarozhatjuk meg: 282 + (45 — R)® = R?, ebb6l R =

90
2809 1241
alap egyenesétsl 45 — o0 —— (= 13,79) cm-re van.

cm, vagyis a haromszog koriilirt kérének kézéppontja az

A sulypont a silyvonal alaphoz kozelebbi harmadolépontja, tehat a sulypont és az alap egyenesének tavolsaga
1
1241 109 284 1526

SK =15 — o = = Task =
90 90 s fAsK 2 90

¢) A beirt kor koézéppontja az alaptol r tavolsagra van. A beirt kor r sugarat a haromszog teriiletének kétféle

,és k =2-534 56 = 162. Ekkor 81r = 1260, ebbdl

(~ 16,96 cm?).

felirdasabol hatarozhatjuk meg: ¢t = rs = %, ahol s =

140 14
r= o cm. A beirt kor kdzéppontja az alap egyenesétél 5 (= 15,56) cm-re van. Ez az FO hossza.

Sro|

II. rész

5. Ha a [—3; 3] intervallumon értelmezett f(x) = 3|x| és g(x) = x? hozzdrendelési fiigguények gorbéjét azy tengely
koril megforgatjuk, akkor két pohdr alaku testet kapunk. Adjuk meg a két pohdr térfogatinak eltérését deciliterben, ha
a koordindtarendszer egysége 1,5 cm. (16 pont)

Megoldas. Az els6 pohar kup alaka. Alapkorének sugara: r = 3, magassaga: m = 9. A térfogata:

r2mm 9.-71-9

V= 5 — 3 = 277 =~ 84,82 térfogategység.

Ha 1 hossziisagegység egyenld 1,5 cm-rel, akkor a térfogat mérdszamat 1,5%-nal kell szoroznunk. Az eredmény kerekitve
286,3 cm®, ami 2,863 dl.

A masodik pohér is forgéstest alaki. Ha az x tengely koriil megforgatjuk a [0;9] intervallumon a h(z) = &
fiiggvény gorbéjét, akkor is ezt a testet kapjuk. Ennek térfogata:

) 2 2217 81
Vo = 7T/ (Vo) do=m [—} =5 127,23 térfogategység.
0

2 Jo

A térfogat mérdszamat 1,5°-nal szorozva, kerekitve 429,4 cm®-t kapunk, ami 4,294 dl.
A masodik pohar térfogata kozelitSleg 1,431 dl-rel nagyobb, mint az elsGé.

6. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kdvetkezd egyenletet:

2 4
5 —5+lgz” 1+lgx
(*1{ ) ¢ 57 _ g0,

(16 pont)

Megoldas. A feladat értelmezési tartomanya: csak pozitiv szamnak van logaritmusa, ezért x > 0, tovabba a
nevezék nem lehetnek O-val egyenldk, ezért o # 105, valamint = # 10~. Mivel

—2
o 242 121 (11)° _ (V5
100 5 \W/ (11 ’

azért az eredeti egyenletiink igy irhato:

4

2
@ “5+lgz  1tlga - ﬁ —2
11 “\ 11 ’



2 4
Ebbdl kapjuk: — =—
—5+lgx 1+l1gx
Az egyenlet a kovetkez6 alakra hozhato: lg?z —5lgz +6 = 0, amib6l lgay = 2, lgzs = 3. Innen z; = 100,
x9 = 1000. Mindkét szdm megoldasa az egyenletnek.

7. Adott hdarom kor az egyenletével:

22+ 8z +y? —4y+16 =0,
2?22 +y? -6y +6=0,
x? —4x +y* + 12y + 36 = 0.
a) ,§'zdmz’tsuk ki a kézéppontjaik dltal meghatdrozott hdaromszog keriletét és teriletét.
b) Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amelyet az adott korok belilrdl érintenek. (16 pont)
Megoldas. A korok egyenletét atirhatjuk a kovetkezd alakba:

(z+4)7+ (y—2)> =4,
(z+1)7+(y—3) =4,
(z—2)%+ (y+6)° =4.

A harom kor kozéppontja A(—4;2), B(—1;3), C(2; —6).

a) Mivel AC =10, BC = 3v10, AB = V10, azért a haromszog keriilete: k = 10 + 4v10 =~ 22,65 (egység).
Ezek a pontok egy derékszogli haromszoget hataroznak meg, hiszen AC? = AB? + BC?. A haromszog teriilete:

~ 3V10-V10
==

b) A keresett kor kozéppontja az ABC' derékszogil haromszog AC atfogdjanak felez6pontja: F(—1;—2). Mivel a
feladatban megadott korok mindegyikének 2 a sugara, azért a keresett kor sugara 2 egységgel nagyobb, mint az ABC
haromszog koré irt kor sugara. FA = 5, tehat a keresett kor sugara 7. A kor egyenlete: (z + 1)2 + (y+ 2)2 = 49.

t = 15 (teriiletegység).

8. Andrds és Béla nagyon sokat asztaliteniszeznek eqymdssal. A tapasztalat azt mutatja, hogy Andrds 0,7, Béla 0,3
valdszindséggel nyer meg eqy jatékot. Ha tobbszor jatszanak, akkor azt tekintjik gydztesnek, aki tobbszor nyert.
a) Mekkora Andrds nyerési esélye, ha négyszer jatszanak?
b) Mekkora annak a valdszinisége, hogy Béla minden jdtékot megnyer, ha hdromszor jdtszanak?
5
¢) Hogyan vdltozott Andrds egy jatékdanak nyerési esélye, ha két jaték esetén Béla 9 valdsziniséggel nem veszit?

(16 pont)

Megoldas. a) Andrés nyerhetett harom vagy négy jatékot a négybdl, vagyis a nyerési esélye:

4 4
(3) -0,7%-0,3' + (4) -0,7*-0,3° = 0,4116 4 0,2401 = 0,6517.

3
(0) .0,7°-0,3% = 0,027.



¢) Ha Andrés p valdszintséggel nyer meg egy jatékot, akkor annak a valoszintisége, hogy Béla két jatékot lejatszva
nem veszit: 5 5 .
0 2 1 1
0 (1 = ol (1= .
(0) p-(1-p)7+ (1> p-(l=-p) =g

) 4 2
Rendezve: 1 — 2p + p* + 2p — 2p* = 9’ amibdl a p* = gL p =g (p > 0).
Andréas nyerési esélye csokkent: 0,7 helyett 0,67 lett.

9. Igazoljuk, hogy a 2" - n! < (n+1)" egyenlétlenség minden 1-nél nagyobb természetes szim esetén fenndll.
(16 pont)

Megoldas. Mindkét oldal pozitiv, igy vehetjiik az n-edik gyokiiket:

1
2. YT 3 m<n+l, azz VI2 .. m< il

2
Mivel
n+l  (n+ln U 1494 4
2 2n n n ’
1+2+...
azért az egyenlGtlenséget igy is frhatjuk: V1-2-...-n < u Ez viszont nyilvanval6éan igaz, mert a két

n
oldalon az 1,2,...,n szdmok mértani, illetve szdmtani kozepe all.



