1. Komplex szamok, mint valés elemii matrixok

A cikk els6 részében megmutattuk, hogy adott K test esetén tetsz6leges K-beli egyiitthatos és felette irreducibilis
n-edfoku f(x) polinomhoz talalhat6 olyan n X n-es A matrix, amely az f(x)-nek gyoke. (A skalar egyiitthatok helyébe
a megfeleld skalarmatrixokat kell irni!) Az is igaz, hogy A-nak a K-beli egyiitthatos polinomjai testet alkotnak, és e
test minden eleme egyértelmiien irhaté fel, mint A-nak legfeljebb (n — 1)-edfoku polinomja.

A tovabbiakban azt az esetet nézziik, amikor a kiindulé test a valos szamok V teste. Ez a test (amit a szamegyenesen
szoktunk abrazolni) a kovetkezs jellemz6 tulajdonsagokkal rendelkezik (a szobanforgd elemek mind V-beliek):

(1) Minden a, b elemhez van olyan ¢, amire ¢* = a® + b°.

(2) Ha az a elemhez nincs olyan b, amire a = b*, akkor van olyan ¢, amire a = —c*.

(3) a =b* = —c? pontosan az a = 0 esetben lehet.

(4) Tetszoleges valos egylitthatos paratlan fokd (normalt) polinomnak van valds gyoke.

(5) Minden valos egyiitthatos (normalt) polinom felbonthato6 legfeljebb méasodfoka polinomok szorzatéra.

Annak a bizonyitasa, hogy a valos szamtest rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal, felhasznélja (4)-nél a folyto-
nossagot. Ezen kiviil van még nagyon sok test, ami rendelkezik a fenti tulajdonsagokkal. Valéjaban az (5) tulajdonsag
kovetkezik a tobbibdl, de a ,tritkkds” bizonyitashoz sok, viszonylag bonyolult algebrai 6sszefiiggést kell ismerni. Min-
denesetre vilagos, hogy az a” alaku elemek pozitivak, illetve ezeket ,tekinthetjiik” pozitivnak (a # 0).

A 'V valos test esetében (5) miatt egy irreducibilis polinom legfeljebb masodfokua. Elssfokt polinomnak természe-
tesen van gyoke V-ben (ez a gyok persze egyértelmii). De van olyan mésodfoka polinom, amelynek nincs valos gyoke.
Ilyen példaul az 2 4+ 1, mert ha ennek az a valos szam gyoke lenne, akkor az a® = —1 = —1? Gsszefiiggésbol (3) szerint
1 = 0 kovetkezne, ami nem igaz.

Az 2* 41 polinom (valamelyik) gyokét i-vel jelolik, és képzetes egységnek nevezik. A mésik gyok persze —i. Kozottiik
algebrai szempontbol nincs kiilonbség.

A val6s szamok felsorolt tulajdonsigaibol kdnnyen kaphatjuk, hogy barmely méasodfoki, valos egyiitthatos poli-
nomnak van a + bt alaku, ugynevezett kompler szdm gyOke. Ugyanennek a polinomnak van egy méasik gyoke is, az
a — bi. Az ilyen alakt parokat egymads konjugaltjanak nevezziik.

A komplex szdmokrol a kovetkezdket tudjuk:

A komplex szamok testet alkotnak. Minden komplex szam egyértelmien felirhaté a + bi alakba, ahol a, b valds
szdmok ési2 = —

Osszeaddsuk és szorzisuk a kovetkezdképpen végezhetd:

(a+bi)+ (ct+di)=(a+c)+(b+d)i é (a+bi) (c+di)=(ac—bd)+ (ad+ bc)i.

Az o = a+bi és @ = a — bi konjugdltak szorzata a® + b* pozitiv, ha o # 0, ennek (pozitiv) négyzetgyoke az o
abszolit értéke (a megfeleld vektor hossza):

at+tB=a+pB, a-B=a-p.

Minden komplex egyiitthatés normdlt polinomnak van komplex gydke, ezért annyi elséfoki polinom szorzatdra bont-
haté, amennyi a foka.

Cikkiink elsG részében a gyokoket ,matrixalakban” adtuk meg. Igy az 2% + 1 (valos) polinom gyoke a J = [(1) _01]

2
matrix. Négyzetre emelve azt kapjuk, hogy [(1) _01] = [ 01 _OJ, ami valoban a (—1)-nek megfelel§ skalarmatrix.

Ennek alapjan az a + bi komplex szdmnak az felel meg.

a—
b a

2. Komplex szdmok a sikgeometridban

L Koszonet illeti a T043034 és T043671 OTKA tamogatasat.
2Tudatosan nem hasznaltuk a v/—1 jeldlést, mert ezzel mintegy kitiintetnénk a két gySk valamelyikét.



Az els6 részben emlitettiik, hogy a matrixok homogén lineéris transzformaciokat irnak le. Mindenekel6tt felhivjuk
a figyelmet arra, hogy kiilonbozd méretd métrixok is Osszeszorozhatok, ha nem négyzetesek. A | szorzasi eljaras”
elvégzéséhez az sziikséges, hogy az elsé matrix oszlopainak a szama megegyezzék a masodik métrix sorainak a szamaval.
Miel6tt erre példat mutatnank el6rebocsatjuk a kovetkezdket.

Az origohol a sik (z; y) koordinataju pontjaba mutatd v vektort a Lﬂ matrixszal adjuk meg. Ezt az {Z Z} matrixszal

o b=l

Eredményiinket ugy értelmezhetjiik, hogy a fenti matrixszal jellemzett ¢ (homogén linearis) transzformécioé a v vektort
az (ax + by; cx + dy) koordinataji pontba mutaté ¢(v) vektorba viszi at.

(balrol) szorozva azt kapjuk, hogy:

Megjegyzés. Erdemes meggondolni az alabbiakat:

1. Legyen e az (1;0) és f a (0;1) koordinat4ju pontba mutaté vektor. Hova mutat ¢(e) és ¢(f)? Es ¢(v)?

2. Ha ¢ az F matrixszal jellemzett fliggvény, akkor vilagos, hogy mi lesz (v). De mi lesz a(v), ha « ,métrixa” 7
Ertelmezziik ezt geometriailag.

3. Milyen alaku az aF + bl matrix? Es az aF — bI? Milyen alaki ezek szorzata? Mutassuk meg, hogy ha ae + ba
egyetlen nem nulla vektort is nullaba visz, akkor minden vektort 0-ba visz.

4. Milyen alakt az aE + bl métrix, ha a? + b* = 1? Ekkor mi lesz ac + ba hatésa?

5.,0lvassuk le” ae + ba hatasat altalaban.

Az eddigi eredményeket ugy foghatjuk fel, hogy a valos szdmok ismeretében megalkottuk a komplex szamokat
— pontosabban szélva egy modellt alkottunk a komplex szadmokra, egy olyan testet, amely ugy viselkedik, ahogy a
komplex szamoktol] selvarjuk”.

3. Kvaterniok

Az algebra alaptétele szerint minden komplex egyiitthatés polinomnak van komplex gyoke. (Mi ugyan nem ebben
az alakban adtuk meg, de kénnyen lathato, hogy ez ugyanazt jelenti.) Vegyiik most a 2 x 2-es alakd métrixok elemeit a
komplex szamok C testébsl. Mivel az 2° 4+ 1 polinomnak van gyoke, azért ha a J matrixot C feletti matrixnak fogjuk
fel, akkor az aE + 3J (a, 3 € C) alakt métrixok nem alkotnak testet. Ugyanis az (aE + 3J)(aE — 3J) = (o + B*)E
szorzat O lesz, ha 8 = ia, noha egyik tényez6 sem 0. Ezekkel tehat nem lehet osztani (mint az I. részben lattuk).

Igaz, hogy két komplex szam négyzetdsszege lehet 0, de normajuk dsszege a@ + B csak akkor, ha o = 3 = 0.
Kiséreljiik meg az egyik tényezst atvaltani” a konjugaltjaral

A sz6baj6v6 matrix g _a . Kézenfekvs megoldas, hogy a masodik sorban minden elem helyébe a konjugaltjat
P [t
irjuk: al

Az vilagos, hogy két ilyen alakt méatrix Osszege is ilyen alaka. A szorzat esetében ezt ellendrizni kell:

a—B] [y—0] _ [ay— 86 —ad - p7y

gal (67 By+ad —po+ay|
Eszerint az adott alaki méatrixok gytrdt alkotnak, mert a figyelembe veendd azonossédgok mind teljesiilnek — kivéve
persze a szorzat kommutativitasat. Attol eltekintve, hogy ez — az el6z6ekben megéllapitottak kovetkeztében — nem is

lehetne igaz, lassuk be. Ahelyett, hogy ezt ,altalaban” bizonyitanank, elég egy ellenpéldat adni. Az alabbi ellenpéldéra
a késébbiekben sziikségilink is lesz. Legyen

70 ) _|0-1
I_{O—i] és J—[lo}.

0 —i . _0d)
K—IJ—[_Z. 0}, mig JI—L.O}— K.
Ennek ellenére elképzelhetd, hogy a fenti alakt matrixok korében elvégezhets az osztas. Természetesen itt beszél-
hetiink ,balosztasrol” és , jobbosztasrol” is. Ez azt jelenti, hogy adott A # O és B elemhez keresiink olyan hasonlo
alakt X és Y matrixokat, amelyekre XA = AY = B. Tekintettel arra, hogy az E egységméatrix minden métrixszal

felcserélhetd, elegends a B = E eset vizsgalata. Ha viszont minden A # O métrixhoz van olyan X, amelyre XA = F|
akkor X # O, tehat van olyan Z, hogy ZX = F; igy:

Ekkor ezek szorzata

AX = E(AX) = (ZX)(AX) = Z(X(AX)) = Z((XA)X) = Z(EX) = ZX = E.

3A modellalkotasnak az a haszna — jelen esetben —, hogy ha a valos szamok kdrében nincs ellentmondas (ezt nem tudjuk!!), akkor a
komplex szamok korében sincs.



Eszerint AX = E is igaz. Természetesen AY = F esetén YA = F is teljesiil. Elég tehat az ,egyik oldali” osztéssal
foglalkozni. Keresiink tehat adott U = [% _aﬁ } maétrixhoz olyan (hasonlé alaki) V' métrixot, amelyre UV = E.
Konnyen ellenérizhets, hogy ez a kovetkezsket jelenti: Adott « és 5 komplex szamokhoz (a@elyek nem mindketten
egyenlSk 0-val) olyan v és § komplex szamokat keresiink, amelyekre ad + 7 = 0 és @y — 36 = 1 teljesiil. Az elss
egyenlGséget O-tal, a masodikat a-val szorozva és Osszeadva azt kapjuk, hogy (88 + a@)y = 1. Mivel a bal oldalon
levé els6 tényezd nem 0, v és (analég modon) § is meghatarozhato. Behelyettesitéssel meggy6zodhetiink arrol, hogy a
kapott két elem teljesiti a kirott feltételt.

Belattuk tehat, hogy az [% _Eﬂ alaki komplex elemd matrixok halmaza az Gsszeadas és szorzas (matrix)miveletekre
majdnem ugy viselkedik mint egy test, csupan a szorzas kommutativitasa hidnyzik. Ilyen esetekben ferdetestrdl beszé-
liilnk. Ma mér az algebra sok dgaban ezek nagyon fontosak. Ezért ezeket nevezik testnek, és ha a szorzas kommutativ,
akkor kommutativ testrél beszéliink. Mi itt az el6bbi elnevezést vessziik figyelembe.

Az o = a+bi és = c+ di felirassal (a, b, ¢, d valos szamok) azt kapjuk, hogy:

i R rH R M R R

Ezt az Osszeget az F, I, J, K maétrixjeloléssel a kovetkezGképpen irhatjuk fel:
aF 4+ bl +cJ + dK.

Elnevezés. Az aF + bl + c¢J + dK alaku kifejezéseket kvaternidknak nevezzik (a, b, ¢, d valés szamok). A kva-
ternidk Osszeadasa komponensenként torténik. A valos szamokkal vald szorzas is komponensenként torténik, és a kva-
terniokkal felcserélhets. A kvaterniok szorzasa az asszociativitas és (mindkét oldali!) disztributivitas felhasznélasaval
és a kovetkezs Osszefliggések segitségével végezhets el:

(1) EE=E,EI=IE=1,E]=JE=J,EK=KE =K,
(2) IT=JJ =KK = —E;
(3) [J=K,JK=1,KI=Jés JI =—-K, KJ=—I, 1K = —.J.

A kvaterniok a fenti miveletekre nézve ferdetestet alkotnak, amelynek a neve kvaterniotest. Az I, J, K elemeket
kvaternivegységeknek nevezik.

Megjegyzések. 1. Az (1) és (2) alapjan (3) helyettesithet6 az IJK = —F Osszefiiggéssel.

2. A (3) alatti Osszefiiggések konnyebben megjegyezhetSk a kovetkezd modon: Az I — J — K — [ felsorolasban két
egymés utdninak a szorzata a harmadik, ha a ,nyil irdnyaban” szorzunk, mig ellenkez6 irdnyt szorzasnal a harmadik
negativjat kapjuk.

3. A kvaterniokat és a kvaternidegységeket irhatjuk valos elemd matrixokként is. Gondoljuk meg, hogy a komplex
szamokhoz 2 x 2-es valdés matrixokon keresztiil jutottunk el. Helyettesitsiik tehat az F, I, J, K matrixok 0, 1, i elemeit

rendre a
00 10 0-1
00|’ 01’ 10’
matrixokkal. Ilyen médon a kvaterniokat valos elemii matrixokkal abréazoltuk; igaz, ezek 4 x 4-es matrixok. (Szamoljuk
kil)
A kvaterniokat altalaban nem matrixalakban szoktak megadni, hanem a kovetkezSképpen: a + bi + ¢j + dk (az

al kifejezés helyett a szerepel, hiszen barmely = kvaterniora lx = z1 = z). Ezt a ,szokast” mi is atvessziik, azzal az
eltéréssel, hogy a kvaternidegységeket vastagitott bettvel jeloljiik, vagyis a kvaterni6 az a + bi + c¢j + dk alakot 6lti.

Megjegyzés. Az i> = j = k? = —1 Osszefiiggés azt mutatja, hogy a kvaterniok korében az 2% 4+ 1 polinomnak
tobb mint kett6 gyoke van (itt még csak hatot latunk). Ennek nem lehet az az oka, hogy két nemnulla elemnek a
szorzata 0 volna, hiszen ez ferdetestben nem fordulhat els. Az ok csak a kommutativitas hianya lehet. Ha a polinomokat
ap+ai1x+...+a,z" alakban akarjuk tekinteni, akkor a miiveletek elvégezhetGsége érdekében vigyazni kell a szorzasnal
abban az esetben, amikor az egyiitthatok szorzasa nem kommutativ. Ugyanis az za kifejezés nem polinom! Ezen ugy
segitenek, hogy a hatarozatlant az egyiitthatokkal felcserélhetének tekintik. Ezért 2241 = (z+1)(x —1), hiszen z(—i) =
(—i)a. Ha itt 2 helyébe j-t irunk, akkor a bal oldalon 0, a jobb oldalon viszont (j+i)(j+i) = —1+k—(-k)—(—1) = 2k
adodik. Ez azt is jelenti, hogy esetiinkben a polinomokndl a szorzat helyettesitési értéke nem mindig egyezik meg a
helyettesitési értékek szorzatdval.

Az a + bi+ ¢j + dk felirdssal az is célunk volt, hogy megmutassuk, egy kvaternié két részbdl all: az a skaldrool és
a bi + ¢j + dk ugynevezett tiszta kvaternidbol. A tiszta kvaterniok pontosan megfelelnek a térvektoroknak, ahol i, j, k
a koordinatatengelyek pozitiv irdnyaba mutato egységvektorok. Az vilagos, hogy tiszta kvaterniok Gsszege pontosan a
vektorosszeghez tartozo tiszta kvaternionak felel meg. A szorzat viszont érdekesebbnek bizonyulhat.



Legyen u = ai+bj+ck és v = zi+yj+ zk két tiszta kvaternié. Ezek szorzata kilenc tagbol all. E tagokat dsszevonva
a kovetkezgket kapjuk:
uv = —(azx + by + cv) + (bz — cy)i+ (cx — az)j + (ay — ba)k.

Ha forditott sorrendben végezziik el a szorzast, akkor
vu = —(az + by + cv) — [(bz — cy)i+ (cx — az)j + (ay — bz )K]

adodik. A szorzatoknak mind a valds része, mind a tiszta kvaternio része fontos szerepet jatszik a matematika kiilonb6z6
agaiban. Ezeket, megfelelGen (u;v), illetve u x v (vagy u A v) jeloli. Az elsének a neve skaldris vagy belsé szorzat, a
mésodiké vektoridlis vagy kiilsd szorzat. Ezeket formalisan is konnyen megkaphatjuk a tiszta kvaternidk segitségével:

1
(u;v) = —g(uv—l—vu) ésuxv= §(uv—vu).

Megjegyzések. 1. Két vektor skalaris szorzatat geometriailag gy kaphatjuk meg, hogy 0sszeszorozzuk hosszukat,
és az altaluk kozbezart sz0g koszinuszat. A vektorialis szorzat egy olyan vektor, amely meréleges a két adott vektor
sikjara (ha azok parhuzamosak, akkor a vektoriélis szorzat 0), hossza a két vektor hosszanak és a kozbezart szog
szinuszanak a szorzata, és iranya olyan, hogy bel6le nézve az elsé vektort a masodik irdnyaba forgatd szog pozitiv.

2. A fenti 6sszefiiggés lehet6ve teszi, hogy két vektor szogének szogfiiggvényeit a vektorok koordinataibol kiszamitsuk
anélkiil, hogy a szdget ismernénk.

3. A felirt osszefiiggésbdl mindkét szorzatnak szamos tulajdonsiga leolvashaté. Mint példaul az, hogy mindket-
t6 disztributiv az Osszeadasra nézve, a skalaris szorzat szimmetrikus, a vektorialis szorzat antiszimmetrikus (mit is
jelenthet ez a sz67) stb.

Ha a tiszta kvaterniok szorzatanal a tényezék megegyeznek, akkor azt kapjuk, hogy uu = —(a® + b* + ¢?). Ha a
megfelels vektor az origobol az egységsugara gomb feliiletére mutat, akkor ez a kvaterni6 gydke az 22 + 1 polinomnak.
A kvaterniok korében tehat egy mésodfoku egész egylitthatds polinomnak végtelen sok gyoke is lehet. (Aki ismer
valamennyi halmazelméletet, az lathatja, hogy a gyokok ,kontinuumnyi sokan” vannak.)

4. Hamilton-t6l Einstein-ig

A kvaterniokat W. R. Hamilton vezette be 1843-ban. Célja az volt, hogy térvektorokat ,,oszthasson’ﬂ.

Egy kvaternié — mint tudjuk — két részbdl all, egy valds részbdl és egy tiszta kvaterniobol. A tiszta kveternionak
megfeleltethetjiik a hdiromdimenzids tér egy pontjat, de mit tegyiink a skalarral? Az el6bbiek alapjan vilagos, hogy egy
tiszta kvaterni6é négyzete egy negativ skalar, a skaldrok négyzete pedig egy pozitiv skalar. Ezek valahogy ,ellentétesen
viselkednek”. 1908-ban H. Minkowski egy olyan négydimenziés teret (ez négy koordinatat jelent) vezetett be, amely
ehhez van igazitva. Nevezetesen felhasznalhaté a Lorentz-transzformdcio ,leirasahoz”. Itt a valds tengely felel meg az
id6tengelynek, mert az id6 méasképpen viselkedik, mint a tér. Ezzel az dbrazolasmdddal nagymeértékben elGsegitette az
FEinstein-féle speciilis relativitaselmélet megértetését.

Ha korlatozzuk magunkat az idGvel és figyelembe vessziik, hogy az id6 egy iranyba valtozhat és feltessziik, hogy a
»Nagy Bumm” idején van az id&skala 0-pontja, akkor a koordinatarendszerben a ,helyeket” gombokkel dbrazolhatjuk.
Ha az u pontot akarjuk a (Nagy Bummtoél szamitott) ¢ id6ben abrazolni, ezt ugy tehetjiik meg, hogy megnézziik, hova
mozdult el a pont ¢ id6 utan. Ha ez a v pont, akkor egy ¢ sugart v kozéppontu gémbot vesziink fel. (Ha volna id6 a
Nagy Bumm el6tt, ezt képzetes gomb abrazolna — barmi is az.)

4Ezt a tényt kedves volt tanitvanyom, Pelikdn Jozsef mesélte el a kovetkezs szavak kiséretében: ,,Ha az ember valamit meg akar érteni,
akkor vissza kell menni az eredethez”. O ugyanis elolvasta Hamilton eredeti munkajat. O ugyanaz a matematikus, aki hosszi évek 6ta vezeti
a magyar csapatot a matematikai didkolimpidkon, és jelenleg is az olimpiai bizottsag tagja.



