1. Az alaptétel

Az algebrai egyenletek megoldasa, megoldhatosiga Gsi eredetd probléma. Feltessziik, hogy mindenki tudja, hogy
egy polinom az egy

(1) fl@)=ap+a1z+ ...+ apa”

alaku , kifejezés”, ahol ag, a1, ..., a, ismert szamok (a polinom egyitthatdi), az = pedig hatarozatlan formalis szim-
bolikus valami, amelynek a helyébe szamokat beirva a jelolt miiveleteket elvégezhetjiik.
Ha a,, # 0, akkor azt mondjuk, hogy a fenti polinom foka n, ha a,, = 1, akkor a polinomot normdltnak nevezzik.
Az « szamot a polinom gydkének nevezziik, ha behelyettesités utan 0-t kapunk:

fla) =ap+ara+ ...+ apa”™ =0.

Tekintettel arra, hogy egy polinomnak és (nem-0) konstansszorosanak ugyanazok a gyokei, itt és a tovabbiakban
normalt polinomokkal dolgozunk.

Maér az 6korban foglalkoztak masodfokd polinomok gyokeinek a megkeresésével (masodfokt egyenletek megolda-
saval). A kozépkorban sikeriilt eljarast talalni a harmad—, és negyedfoki egyenletek megoldasara. Az ujkorban deriilt
ki, hogy a magasabbfokt egyenleteket nem lehet Ggy megoldani, ahogy szeretnénk. Pedig C. F. Gauss 1799-ben
bebizonyitotta az algebra alaptételét, mely szerint:

minden (mondjuk valos egylitthatos) polinomnak van gyéke a komplex szamok kérében.

Ez volt ennek a tételnek az elsé kifogastalan bizonyitésa. Ez a bizonyitds — mint az algebra alaptételének késGbbi
bizonyitésai is — felhasznalta a matematikai analizis fogalmait, példaul a folytonossigot. Ez nem csoda, mert a komplex
szamok halmazanak analitikus tulajdonsigai vannak.

Tisztan(?) algebrai bizonyitas(?) csak a XX. szazad elején sziiletett; ennél viszont halmazelméleti modszerek ke-
rilltek felhasznalasra. (Azért szerepel itt kérddjel, mert a komplex szémtest analitikus tulajdonségai alapjan nem
is varhato tisztan algebrai bizonyitas.) Valoban, az algebrai bizonyitas csak azt nytjtja, hogy minden polinomnak
van valahol (egy b&vebb testben) gyoke. SiirgGsen megjegyezziik, hogy a kapott gyokrsl nem is tudhato, hogy ,hol”
helyezkedik el, az eljaras csak azt mondja meg, miképpen szamolhatunk a gyokkel. Es ez is valami!

Mi itt lényegében ezen az aton haladunk, azzal a kiilonbséggel, hogy az egyiitthatokrol nem kell feltenni (és nem is
célszer( feltenni), hogy szamok, csak azt, hogy olyan valamik, amikkel tgy ,szamolhatunk”, mintha szamok lennének.
Az ilyen algebrai struktirdkat testeknek nevezziik.

Definicié. Egy K elemhalmazt testnek neveziink, ha elemei kozott értelmezve van két kétvaltozos miivelet, ame-
lyeket Gsszeadasnak és szorzasnak neveziink. Ezeket megfelelGen a +, illetve az egymas mellé iras jeloli. E miiveletekre
a racionalis szamoknal megismert tulajdonsagok teljesiilnek (kommutativitas, asszociativitas, disztributivités, elvégez-
hets a kivonés és nemnulla elemmel valo osztas).

Koénnyen belathato, hogy van olyan 0,1 € K, amelyekre tetszéleges a € K esetén teljesiilnek a 0 +a = a, 0a =0
és la = a Osszefiiggések.

Tudjuk, hogy a racionalis szamok, a valos szamok (vagy a komplex szamok) a rajtuk értelmezett Osszeadasra és
szorzasra testet alkotnak. Az is igaz, hogy a p primszammal vald osztasi maradékok is testet alkotnak a maradé-
kokkal végzett miveletekre. Ezen utobbi testeknek véges sok elemiik van. Testet alkotnak tovabba a veliik végezhetd
miiveletekre a racionalis tortkifejezések (a polinomok hanyadosai) is, és ,rengeteg” més test is létezik.

Ha az (1) alatti polinom egyiitthatdi a K testbdl valok, akkor K feletti polinomrol beszélink.

Tudjuk, hogy egy raciondlis egyiitthatos polinomnak altalaban nincs (illetve nem feltétleniil van) racionalis gyoke.
A gyokok — az algebra alaptétele szerint is — egy nagyobb testbdl, a komplex szamtestbdl keriilnek ki. Eppen ezért,
ha a polinom egy gyokét keressiik, azt egy nagyobb testben kell tenniink. A keresett nagyobb test elemei mdtrizok
lesznek.

2. Miiveletek matrixokkal

L Koszonet illeti a T043034 és T043671 OTKA tamogatasat.




A matrixok bizonyos elemeknek — eredetileg szamoknak — téglalap alakban valé elrendezései. Mi itt csak négyzetes
matrixokkal foglalkozunk.

Definicié. Egy K test feletti n x n-es matrix n sorbdl all, amelyek mindegyikének n darab K-beli eleme van.
A sorok ugyanannyiadik helyén all6 elemei egy oszlopot alkotnak. Az i-edik sor j-edik elemét (példaul) a; ; jeloli (az
indexek a lényegesek). Rogzitett j esetén ezek alkotjak a j-edik oszlopot. Itt 1 < i,j <mn.

Ezt a tablazatot” zardjelek kozé helyezik; mi itt szdgletes zardjelet hasznalunk.
Ennek megfelelGen egy matrix a kovetkezd alaku:

a1,1 1,2 ... G1.n
a2,1 2,2 ... G2.n
Gn,1 Gn,2 - .. Gnn

Megjegyzés. A méatrixokat a matematika igen sok agaban, és ezen keresztiil sok egyéb tudoményagban hasznaljak. Alapve-
t6en ezek bizonyos vektor—vektor fiiggvények koordinatainak foghatok fel. Ezek a fiiggvények esetiinkben az n-dimenzios teret
(barmit is jelentsen ez) képezik onmagaba. (Gondolhatunk a két-, vagy haromdimenziés térre.) Ugynevezett homogén linedris
fligguényekrdl van sz6. Ez a kovetkezot jelenti: Legyen a,b € K és u, v az n-dimenzios tér (origobol kiinduld) vektorai; marmost
¢ akkor homogeén linearis, ha minden ilyen esetben ¢(au + bv) = ap(u) + bp(v) teljesiil.

Ezekre a fiiggvényekre természetesen adodik a kovetkezd Osszeadds és szorzas: (o +1): x — o(x) + (x) és (p-P): x —
¢(1(x)), valamint a skalarral (K-beli elemmel) val6 szorzés: (ay): x — a(p(x)).

Minden egyes ilyen fiiggvény — adott koordinatarendszer esetén — egyértelmien meghatarozhato egy négyzetes matrix segitsé-
gével. A o homogeén lineéris fiiggvényhez tartozo matrixot [¢] jeloli. A fiiggvényekkel végzett miveletek tiikrozédéseként adodnak
a matrixokkal végzett mtiveletek: Ha ¢ € K és ¢, 1 homogén lineéris fiiggvények, akkor [o] + [¢] = [¢ + 9], [¢] - [¥] = [¢ - ¥] és
c[g] =l ¢

A fenti eszmefuttatastol” fiiggetlentiil is definidlhatok a matrixokkal végezhets miiveletek.

Elgszor is meg kell adni, honnét valok az elemek, és a matrix méreteit is.

Legyen adva két n x n-es K feletti matrix (amelyeknek elemei tehat a K testb6l valok): A = [a; ;] és B = [b; 5],
valamint egy ¢ € K. Ekkor ¢- A = [c-a;;], A-c=[a;; - c], és az A+ B = [¢; ;| méatrixra ¢; ; = a; j + b; j. A szorzas
viszont sokkal bonyolultabban adédik: Az A- B = D = [d; ;] matrix esetében a d; ; elemet az A matrix i-edik soranak
és a B maétrix j-edik oszlopanak a ,szorzata” adja. Ezt ugy kapjuk, hogy a sorban és az oszlopban ugyanannyiadik
helyen all6 elemeket Gsszeszorozzuk és a kapott szorzatokat 6sszeadjuk. (Ez bonyolult, de hat ilyen a vilag.) Formulaval
leirvas: di,j = ai,lbl,j + aiﬁgbg’j + ...+ aiﬁnbnﬁj.

Eppen a szorzas ,bonyolultsidga” miatt megadjuk két 3 x 3-as matrix szorzatat:

ai,1 ai2 a1,3 b1,1 b1,2 b13
a2,1 a2,2 a23| + |b2,1 b2 ba3| =
a3,1 G3,2 3,3 b3,1 b3,2 b33

a1,1b1,1+ a1,2b2,1+ a1,3b3,1 a1,1b1,24+ a1,2b2,24 a1,3b3,2 a1,1b1,3+ a1,2b2,3+ a1,3b33
= |az2,1b1,1+ az2,2b2,1+ a2,3b3,1 a2,1b1,24 a2,2b2 2+ a2,3b3 2 az,1b1,3+ az,2b2,3+ a2,3b3 3
a3,1b1,14 a3,2b2,1+ a3,3b3,1 a3,1b1,2+ az2b22+ a3 3b3,2 a3 1b1,3+ a3 202,34+ asz3bs3;3

Adott n és K esetén a méatrixok a fenti Osszeadasra és szorzésra nézve gyiriat alkotnak, ami majdnem ugyanazt
jelenti, mintha testet alkotnanak, csak a kovetkezd enyhitések vannak:

(1) a szorzas nem feltétleniil kommutativ.

(2) az osztas nem feltétleniil végezhets el.

A matrixokat lehet K-beli elemekkel szorozni. Ez a szorzés kommutativ és a matrixszorzassal felcserélhetd (c(AB) =
A(cB)); a métrixdsszeadasra nézve disztributiv (c(A+ B) = cA+cB és (a+b)C = aC + bC). llyen esetben K feletti
algebrdrdl beszéliink. (Amikor K feletti matrixokat tekintiink, akkor a K elemeit skaldroknak nevezziik.) Azt fogjuk
megmutatni, hogy ebben a gytrtben tetszbleges elére megadott n-edfoki polinomnak van gyoke.

Csakhogy mi azt szerettiik volna megmutatni, hogy egy K-t tartalmazé testben van gydk. Ez a gytrd viszont
nem is tartalmazza K-t! Mindenekel6tt ezen segitiink. E problémén azért tudunk trré lenni, mert a matrixok korében
van egy F, ugynevezett egységmdtriz, vagy identitdsmdtriad. Az egységmatrixot E = [J; ;| definidlja, ahol 6;; = 1,
mig ¢ # j esetén 0; ; = 0. (A ,diagonélis” minden eleme 1, mig a t6bbi elem 0.) Konnyen ellendrizhetd, hogy ez
a méatrix valoban ugy mikodik, mint a K-beli 1, azaz barmely ugyanekkora méretd A esetén £ - A = A-E = A.
A matrixoknak a K elemeivel vald szorzasat — és az erre vonatkozo Osszefliggéseket — felhasznédlva azonnal lathato,
hogy a cF (c € K) alaku ugynevezett skaldrmdtrizok pontosan ugy viselkednek, mintha a K elemei volnanak. Ez azt
jelenti, hogy a ¢ — cFE megfeleltetés izomorfizmus, azaz miivelettartd bijekcié. Még az is igaz, hogy a veliik valé szorzés
pontosan ugyanazt az eredményt adja, mint a K elemeivel val6 szorzés ((cE)A = cA). Ezek utan azt ,képzelhetjik”,

2Ezt a matrixot igen gyakran I jeloli, mivel ez az identitasmatrix kezdGbettije. A késGbbiekben nekiink célszertibb lesz egy masik matrixot
jelolni az I bettvel.



hogy ,a skalarmatrixok a K elemei”. Azt is j6 észrevenni, hogy a O = 0F (skalar)matrix agy viselkedik, mint a 0 szam:
barmely A matrix esetén O + A=A+ O = A és OA = AO = O (az O minden eleme 0).

Mérmost az (1) alatti polinom esetében az a; helyébe a; E-t kellene irni. Ezt egyediil az ag esetében tessziik, mert
a skalarmatrixszal valo szorzas ugyanaz, mint a megfelel§ skalarral val6 szorzas. Ekkor behelyettesités utan

f(A)=apE+a1A+ ...+ a, A"

adodik.

Termeészetesen itt is — mint a K elemeinél — az A-rol akkor mondjuk, hogy gyoke f(z)-nek, ha f(A) = O, ahol O
a nullmatrix.

Mint emlitettiik, a matrixok esetében a szorzis nem kommutativ, azaz altaldban AB # BA. Egyetlen matrix
hatvanyai esetében ez nem okoz gondot, hiszen A’A7 és AJA" ugyanaz: A7, A megfelel6 szorzési eljaras E-re is
alkalmazhato az E = A° definicioval.

Azt fogjuk bebizonyitani, hogy adott n-edfokd normalt f(x) polinomhoz van olyan n x n-es A matrix, amely az
f(x)-nek gyoke. A kivant métrix elkészitése kfjnnyfﬂ de a hosszadalmas szamolés helyett az n = 3 esetben adjuk meg
az eljarast, kiindulva egy specialis A matrixbol:

00a Oa ac a ac ab + ac?
A=1{100b|, A2=10ba+bc|, A3 = |ba+bcac+b*+bc?
0lc leb+c? cb+c? a+2bc+ 3

Lathatjuk, hogy A =a-FE +0b- A+ c- A% Eszerint A az 2® — ca? — bz — a polinomnak a gyoke.

3. Valéban egy testet taldltunk-e?

Azt lattuk, hogy barmely n-edfoka f(z) = 2" + a,_12" ' 4+ ... + a1z + ag (normalt) polinomhoz létezik olyan
n X n-es A méatrix, amelyre f(A4) = O. Ezt a matrixot a kovetkezképpen készithetjiik el: az utolsé oszlopba rendre a
—ap, —ai,...,—a,—1 elemeket irjuk, ezutan 1-et irunk a masodik sor els@, a harmadik sor masodik, ... az n-edik sor
(n — 1)-edik oszlopaba és az Gsszes tobbi helyre 0-t irunk. Az is konnyen lathato, hogy az E, A, ..., A"~! matrixok
skalarszorosainak 6sszegeként A minden polinomja elGallithatod; hiszen A™ eleve elGall igy, és A-val vald egymasutani
szorzassal minden hatvanyt megkapunk. Ez mindenesetre kellemes, mert nincs sziikség magasabb hatvanyra. Mi tobb,
az is lathatd, hogy ezek a polinomok mind kiilonbozGek, ami azzal ekvivalens, hogy ezek egyike sem az O matrix.
Valoban, a co- E+c¢1- A+ ...+ ¢p_1 A" ! matrix els6 oszlopaban rendre a cg, ¢1, . . ., ¢n—1 elemek allnak. Ez a matrix
tehat csak akkor lehet O, ha ezek mindegyike 0, vagyis a polinom a nulla-polinom.

Csak az a kérdés maradt még nyitva, hogy elvégezhet-e az osztés. Legyen tehat Raco-E+cp-A+...4cp_1- A" 1
alakd matrixok Osszessége. Ezek a matrixOsszeadésra (és kivonasra) és a matrixszorzasra zartak — e miveletekre nézve
gytrit alkotnak. Az osztas elvégezhetGsége azt jelenti, hogy barmely B,C' € R esetén — ha B # O — létezik olyan
X € R, amire C' = BX. Ezt elég a C' = E esetre belatni, mert ha F = BY, akkor az asszociativitas és az R-beli
kommutativitds miatt X = C'Y megfelel: BX = BCY = C(BY)=CE =C.

Ez csak akkor lehetséges, ha R-ben nincsenek nullosztok, azaz az UV = O esetben vagy U = O vagy V = O igaz.
Valoban, ha itt U # O, akkor létezik olyan W, amire E = WU, ésigy V = EV = WUV = WO = O. Marpedig ez
minden tovabbi nélkiill nem igaz. Induljunk ki a racionélis szamtestbél, és legyen példaul f(x) = z* + 4. Legyen A e
polinom gydke, és tekintsiik az U = A% + 24+ 2F és V = A% — 2A + 2F matrixokat, amelyek tehat mindketten O-t6l
kiilonbozbek. Az UV szorzatukra viszont azt kapjuk, hogy:

(A2 +2A+2F) - (A? =24+ 2E) = (A? + 2E)? — (24)* =
= A* +4A% + AFE — 4A% = A* + 4E = O,

ami azt jelenti, hogy a szébanforgé gytird nem lehet test. Vilagos, hogy ennek a jelenségnek az az oka, hogy a széban
forgo polinom felbonthat6 két alacsonyabbfoki polinom szorzatara: z + 4 = (22 4 22 4 2)(2® — 22 + 2). Tehat csak
akkor kaphatunk testet, ha a K felett irreducibilis polinombdl indulunk ki; azaz olyanbol, amely nem bonthaté fel két
K-beli egyiitthatos alacsonyabbfoka polinom szorzatara. (Amennyiben a polinom nem ilyen, akkor ez a tulajdonsag
»jelzi”, hogy felesleges munkat akarunk végezni. Hiszen az adott polinom gytke helyett elegends volna valamelyik
tényezGjének a gyokét meghatarozni — esetleg kiilon-kiilon mindegyikét.)

Kimutatjuk, hogy ekkor viszont valéban testet kapunk.

A tovabbiakhoz mér nincs is sziikségiink arra, hogy a megtalalt gyok matrix, csak a kapott R gytrd aldbbi
tulajdonsagaira:

3 Annak megindokolasa, hogy miért ilyen alakban irjuk fel a matrixot, egyaltalan nem magatol értet6ds, de az, hogy melyik helyre mit
kell irni, a megadott példa alapjan vilagos. Egyébként én errdl az eljarasrol analizis professzoromtdl, Szdsz Pdltol hallottam.



Az f(z) = 2" + ap_12" 1 + ...+ a1z + ag polinom irreducibilis (K felett). A K-t tartalmazé R gyiriben van az
f(x)-nek egy « gyoke, és R minden eleme egyértelmien felirhaté co,ci,...,cn—1 € K elemekkel g(a) = c¢o + cra +
oo+ cn_1a™ 1 alakban. Ekkor minden R-beli B # 0 elemhez létezik olyan & € R, amire 3¢ = 1.

Fel fogjuk hasznalni azt, hogy az egész szamokhoz hasonloéan a testbeli egyiitthatos polinomoknak is létezik leg-
nagyobb kozos osztdja, amit a polinomok segitségével elG lehet allitani. Ezt a legnagyobb kozos osztét a maradékos
osztason alapuld euklideszi algoritmus segitségével hatarozhatjuk meg:

A K-beli egyiitthatos normdlt f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek olyan u(x) és v(x) (K-beli egyiitthatds) polinomok,
amelyekre d(x) = u(z) f(x) +v(x)g(x) (normdlt) kézos osztdja a két adott polinomnak; tovdbbd ezeknek barmely kézis
0sztdja osztdja d(x)-nek.

Legyen tehat adott az irreducibilis f(x) polinom, ennek egy bévebb gytribeli « gyoke. Legyen R az a polinomjaibol
allo gytird, és legyen (B ennek egy eleme. Mint lattuk, ehhez létezik egy az f(z)-nél alacsonyabb foku K feletti g(x)
polinom ugy, hogy 8 = g(«). Legyen d(z) = u(z) f(z) + v(z)g(z) az f(x) és g(x) polinomok legnagyobb kizos osztoja.
Mivel f(z) irreducibilis, azért csak d(x) = 1 lehet (d(z) osztoja f(x)-nek, igy foka legfeljebb n, de d(z) = f(z)
lehetetlen, mert g(x) foka kisebb, mint n). Az o behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy:

1 = u(@)f(a) + v(@)g(a) = u(a)0 + v(@)8 = v(@)5.

Ekkor a ¢ = v(a) elemre az igaz, hogy &3 = 1. Igy R valoban test.

4. Az algebrai lezart

Még mindig nem jutottunk el addig, hogy egy adott testhez olyan nala b&vebb testet taldltunk volna, amelyben
minden (a kiindul6 testbeli egyiitthatos) polinomnak volna gyoke. A fentebb latott eljarassal egymas utani lépésekkel
egyre bévebb és bévebb testet taldlhatunk, amelyben elére megadott véges sok polinom barmelyikének van gyoke.
S6t azt is el lehet érni, hogy e polinomok minden gydke benne legyen a b&vebb testben. Itt azonban vigyazni kell a

megfogalmazassal! Az 2 — 2 polinomnak mar a matrixok korében is végtelen sok gydke van, példaul: [i _bl], ahol

bc = 1. Eppen ezért a ,minden gyok” helyett azt az 6vatosabb megfogalmazast kell hasznalni: ,amelyben a polinom
elsofoku tényez6k szorzatéra bomlik”. (Ezzel egyszersmind a t6bbszoros gyokok miatti problémakat is elintéztiik.) Itt
azért az is gondot okoz, hogy ha egy polinom egyik gyokét megtalaltuk, akkor a polinom felbomlik, és a tovabbiakban
valamelyik tényezdjének a gyokét keressiik. Viszont e tényezd egyiitthatoi nem az eredeti testbél valok.

Ha példaul az 23 — 2 racionalis egyiitthatos irreducibilis polinom gyokeit keressiik, akkor ilyen a V/2. Ha tovabbi
gyokoket keresiink, akkor az eredeti polinomot fel kell bontani az ag+ a; V2+as (%)2 alaki szamok korében (tudjuk,
hogy ez test). Az eredmény: (:1: - \3/5) (a:2 + V2 + (\3/5)2) Ellenérizhetd, hogy ennek a masodfokt polinomnak nincs
gyoke a b&vebb testben sem. Tehat egyre nagyobb testbdl kiindulva egyre b&vebb testhez jutunk.

Ennek az a kovetkezménye, hogy az Osszes Gjabb testbeli egyiitthatés polinomot figyelembe kell venni, hiszen e
b&vebb testben tjabb irreducibilis polinomok keletkeztek. Ez tulajdonképpen egy halmazelméleti jellegid kérdés, ami
athidalhat6. Erre itt nem tériink ki, ez mar egy tjabb torténet.



