8. Bizonyitsatok be, hogy az w-tol nem fiigg az OX - OY szorzat. Vagyis a 12. dibrd] OA = OB = a, AX =BX =
AY = BY = b rogzitett méretezése mellett az w még szabadon vdltoztathato, de az OX - OY szorzat csak az a és b-tél
figg.

Megoldas: Az O, X és Y egy egyenesre, az abra szimmetriatengelyére esik. Rajzoljunk A-bol mint kézéppontbol b
sugarral kort, és messe ez OA-t C és D pontokban. Akkor az O pontbél huzott szelSkre vonatkozo tételbsl OX - OY =
OC -OD = (a —b)(a + b) = a® — V?, tehat fiiggetlen az w szogtdl. Igy az Y pont mindig az X pontnak az O mint
kézéppont koril irt v/ a? — b2 sugart korre vonatkozo inverze (és megforditva).

9. Rigzitends a 13. és 14. dbrdd OA = OB = a, AX = BX = AX' = BX' = b, QX = r méretezése, az O és Q
pont, akkor még az A, B, X, X' pontok mozoghatnak. Bizonyitsdtok be, hogy, ha X eqy K kért ir le, akkor az X' kért
vagy egyenest ir le.

Megoldas: Az el6z6 feladat jeloléseinek megfelelsen X’ helyett tovdbbra is Y-t hasznalunk.
a) Rajzoljunk X-el egy k kort, k£ ne menjen 4t O-n. Huzzuk meg az OQ centralist, messe ez k-t A-ban és B-ben.
E pontok tiikdrképei legyenek A’ és B’ és k egy tetszésszerinti P pontjaé P’.

OA'PA ~ OAPA, mert O-nél 16v6 szogiik kozos és az el6zbek szerint OA - OA' = OP - OP' (= a® — b?), azaz
OA OF

P OA
Ebbél kovetkezik, hogy
A'P'O<« = OAP«.

Ugyanigy kovetkezik OB’ P'/A ~ OBP< és abbol B'P'O< = OBP<; végiil BPA< = 90° Thales tétele szerint.
Elsbbiekbsl: A'P'B'c = A'P'O< — B'P'O<x = OAP<— OBP< = BPA< = 90°.
Eredményiink: A'P'B’ = 90°, tehat P’ az A'B’ atmérs 51é irt koron van, k tiikorképe kor.

b) Ha k keresztiilmegy O-n, OQ messe k-t A-ban, A tiikorképe legyen A’ és k egy tetszésszerinti P pontjénak képe
P'. Ugyantgy mint elsbb lattuk OAPA ~ OA'P'A tehat OA'P'< = OPA< = 90°. Igy P’ az OA’-re A’-ben emelt
mer6legesen helyezkedik el, vagyis k inverze egyenes.

Az el6bbiekbdl az is kovetkezik, hogy egy olyan e egyenes képe, mely nem megy at O-n koér. Az O-on dtmens egyenes
— mint tudjuk — invaridns egyenes, azaz a tiikorképe 6nmaga, noha a pontok koziil csak kettd tiikorképe sajatmaganak
a két metszéspont a tiikrozés korével.

*

Megjegyzések: I. Megismerkedtiink a kor és egyenes tiikorképével (inverzével). Kénnyen meg is tudjuk szerkeszteni
ezeket a képeket. Ehhez sziikségilink van elGszor is egy tetszésszerinti P pont inverzének a szerkesztésére. Az r sugard
o vezérkor kozéppontja legyen O. P legyen elGszor o-n kiviil. Hazzunk P-bél p-hoz érintét, az érintési pontot jeloljiik
E-vel. Az E-b6l OP-re bocsatott meréleges és OP metszéspontja legyen P’. A derékszogti haromszdgre vonatkozo
tételekb6l OP - OP' = OE? = r2. Tehat P’ éppen P inverze. Ha P rajta van p-n, akkor 6nmaga a tiikorképe. Ha
P a vezérkoron beliil helyezkedik el, akkor az el6bbi szerkesztést visszafelé csindljuk meg. OP-re P-ben merdélegest
allitunk, ez metszi a vezérkort két pontban. E két pontban hizott érinték metszéspontja OP-n lesz, ez a keresett P’
pont. Most mar meg tudjuk szerkeszteni a korok és egyenesek tiikorképeit is.

Ha a targykor nem megy at a vezérkor kozéppontjan (inverzié centruman), akkor harom pontjanak képe meg-
hatarozza az inverz kort; ezt a feladatot egyszertsiteni lehet két pont tiikkorképének a szerkesztésére, mert az abra
szimmetrikus az inverzi6é centruméan és a targykor kozéppontjan dtmend egyenesre. Ha a targykor atmegy az inverzid
centruméan, akkor a képe egyenes, tehéat elegendd a kép 2 pontjat megszerkeszteni. Ha egyenes képét keressiik, meg-
szerkesztjiik 2 pontjanak képét. Ez a két képpont és az inverzié centruma meghatarozzak a keresett kort. Persze ebben
az utobbi két esetben is redukalni lehet a feladatot egy pont képének a szerkesztésére. Az inverzié centrumén atmend
egyenes és a vezérkort derékszogben metsz6 kor képe sajatmaga.

ILasd e kotet 72. oldalan.
2Lasd e kotet 72. oldalan.



II. Van a P inverzének megszerkesztésére egy méasik modszer is. Huzzunk P kdzéppontbol O-n keresztiil kort. Messe
ez k-t A és B pontokban. A-bél és B-bél mint kdzéppontokbol hiizzunk O-n 4t kort, ezek masik metszése legyen P'.

O, P és P’ nyilvan egy egyenesen fekiisznek a szimmetria miatt. OAP’ A ~ OPA /A, mert mind a ketté egyenlészari

OA OoP
és az O-nal fekve szog kozos. Igy —— oF = 04’ OA? = OP - OP' és minthogy OA = r, OP - OP' = 12, tehat P’ a P

inverze.
r
Ez a szerkesztés azért érdekes, mert pusztan korzével torténik, azonban csak akkor alkalmazhato, ha OP > 3 Ha

OP < g egy kis toldassal akkor is végrehajthato a szerkesztés, talaljatok ki, hogy hogyan! De meg lehet a kor és

egyenes inverz alakzatat is szerkeszteni pusztan korzé hasznélataval. Mohr G. dan matematikus ,Euklides Danicus” c.
munkajaban 1672-ben és téle fliggetleniil Mascheroni L. olasz matematikus ,Geometria del compasso” c. munkajaban
1797-ben az inverzi6 tulajdonsagainak felhasznalasaval kimutatta a kovetkezs tételt: Minden kérzdvel és vonalzoval
elvégezhetd szerkesztés csak kirzdvel is elvégezhetd. Akit érdekel, hogy hogyan, megtalalja Dr. Sz6kefalvi Nagy Gyula
»A geometriai szerkesztések elmélete”, Dorrie: ,, Triumph der Mathematik” cimd kényveiben és sok mas helyen.

10. Bizonyitsatok be, hogy ha az X pont széget ir le, az' Y pont vele egyenld szdget ir le.

Megoldas: Csak azt kell bizonyitanunk, hogy az inverzi6 két egyenes hajlasszogét vele egyenls szoget bezard két
korbe (vagy egy korbe és egy egyenesbe) viszi at. Legyenek az adott egyenesek e; és e, az inverzié centruma O, e;
és ey inverzei e és e),. Ha e; és ey koziil egyik sem megy at az O-n, akkor €] és e}, korok, melyek dtmennek O-n. Ha
e1 | ea, akkor e}-nek és e,-nek van még egy kozos M’ pontja, mely ey és ea M metszésének inverze. e)-nek O-ban
hiizott érintéje parhuzamos ej-gyel, e, O-ban hizott érintGje pedig ez-vel, vagyis az O pontban a két kor ugyanakkora
szogben metszi egymast, mint a két egyenes szoge. De ekkor az M’-ben htizott érintdk is ugyanekkora szdget zarnak
be, tehat akkorat, mint a két egyenes. Ha ey || e, akkor €] és e} érintik egymast O-ban.

Ha egyik egyenes, mondjuk e; atmegy O-n, akkor ej-et az inverzié dnmagaba viszi at. Az el6bbihez hasonldéan
kovetkezik, hogy O-ban ekkor is ugyanakkora szoget zar be e}, az e1-gyel, mint e; és e szoge. Ha e és eq is atmegy
O-n, akkor ezeket az inverzié dnmagukba viszi at, tehat az allitas ekkor magatoél értetdds.

11. Bizonyitsuk be, hogy a kétszer dombori, egyszer homori, ill. a kétszer homori, egyszer dombori korhdromszig
szogeinek dsszege nagyobb, ill. kisebb 180°-ndl, ha a hdromsziget alkotd korok hatvdnypontja a kérokon kivil van.

Megoldas: Ha harom kor paronként metszi egymast és hatvanypontjuk a korokon kiviil van, akkor nem lehet
semelyik két kor egyik metszéspontja kiviil, a masik beliil a harmadik koéron. Kétszer homort, egyszer domborta
haromszognél tehat esetiinkben a dombort oldalt szolgaltato kor tartalmazza a masik két kor mindkét metszéspontjat.
Legyenek a domboru oldal végpontjai A és B, a harmadik cstucs C és az ezen atmend két kor masik metszéspontja D.

Hasonlitsuk 6ssze az ABC korharomszog szogeit az ABC haromszogével. Az A és B csticsnél az ABC haromszog
szogeihez hozzajon még a korharomszognél az AB ivhez tartozo har és érint6 kozti sz0g, viszont az AC ill. BC ivekhez
tartozo hir-érintd szoggel kisebbek e csicsokban a korharomszog szogei a kézonséges haromszogéinél. A kdrharomszog
C-nél fekvs szoge viszont az AC ¢s BC ivekhez tartozé har-érints szogekkel kisebb a kozonséges haromszog megfe-
lels szogenél. Igy mindegyik hir-érint6 sz0g kétszer fordult els, mindkétszer ugyanazzal az elGjellel. A kérharomszog
szOgeinek Osszege tehat az AC és BC' ivekhez tartoz6 hur és érinté kozti szogek Osszegének az AB ivhez tartozd
hir és érint6 kozti szogtdl valod eltérésének kétszeresével ,kisebb” a kdzonséges haromszog szogeinek Osszegénél, vagyis
180°-nal. Csak akkor lesz valoban kisebb, ha ez az eltérés pozitiv.

Tudjuk, hogy a hir és érint6 kozti szog megegyezik az ugyanazon ivhez tartozo keriileti szogekkel. Igy/_g homoru
oldalt tartalmazo6 kérok D metszéspontjat Osszekotve az A, B, C csucsokkal ADC< és CDB< az AC és BC' ivekhez
tartozo hur-érint6 szoggel egyenls. ADB< e két szog Osszege, mert a C'D egyenes, mint a homoru oldalakat szolgaltatd
korok kozos szelje, elvalasztja az A és B pontokat, ADC< és CDB< tehat a C'D szér kiilonb6z6 oldaldn fekszik.
Ez az AD B< azonban nagyobb, mint a dombora oldalt szolgaltatd korben az AB ivhez tartozo keriileti szogek, mert
csticsa e kor belsejében fekszik. Ezzel allitasunkat igazoltuk.

Kétszer domborti, egyszer homord haromszognél a homort oldalt szolgaltaté koron kiviil van a masik két kor
mindkét metszéspontja. Ebbdl kiindulva az el6bbiekhez teljesen hasonloan folytathato ez esetben is a bizonyités.



12. Adva van hdarom kér, melynek egy kozos pontja van. Szerkesszetek kort, mely a hdrom megadott kért érinti.

Megoldas: Tekintsiik a feladatot megoldottnak, az adott M kozos ponttal bird ki, ks, k3 korok kozos érintékorét
megszerkesztettnek.

Ha inverzi6 centrumnak valasztjuk M-et, akkor az inverzid k;, ko, ks-at hy, ha, hs egyenesekbe viszi 4t és az érint6
kort pedig ezen egyenesek érint6 korébe.

Megforditva a szerkesztés ugy torténhetik, hogy k1, k2, ks-at a fenti modon tiikrozziikk egy M kozepd korre,
megrajzoljuk a képegyenesek kdzos érinté koreit, majd megszerkesztjiik ezen kordk inverzét.

Ha kq-, ko-, ks-nak paronként 2 metszéspontja van, akkor hy, ho, hs egyenesek paronként metszik egymaést, de 3
nem megy at egy ponton, 3 ilyen egyenesnek 4 érint6kore van, a feladatnak tehat 4 megoldéasa van.

Ha 2 kor érinti egymast M-ben, a harmadik metszi 6ket, akkor a 3 kép-egyenes koziil kett6 parhuzamos, a harmadik
metszi Gket, ekkor csak két megoldés van.

Ha mind a harom kor érinti egymast M-ben, akkor minden olyan kor megoldas lesz, amelyik &tmegy M-en és
kozéppontja a 3 adott kor kdzos centralisan van.

13. Adva, van 3 kér, melyek kiozil kettének van kézds pontja. Szerkesszetek kért, mely mindhdrom kért érinti.

Megoldas: k;, ko korok kozos pontjat valasszuk inverzié centruménak, az inverzié k; és ko-t egyenesbe viszi at,
ks-at korbe, a problémat visszavezettiik két egyenes és egy kor kézos érint§jének szerkesztésére, amit méar meg tudunk
oldani.

14. Tetszdlegesen megadott hdrom korhoz szerkesszetek érintd kért.

Megoldas: A feladat visszavezethetd az egy adott P ponton atmend és két adott kort érinté kor megszerkesztésére.
Oldjuk meg el6szor a feladatot e specialis esetben. Valasszuk P-t inverzi6 centruménak (vezérkor sugara tetszéleges)
és titkrozzitk a két adott kort. A tiikorképek altalaban korok, az érint6 kor képe azonban mindig egyenes lesz. Igy a
két kor érint6 egyeneseinek inverze szolgaltatja a kivant megoldasokat.

Ha P mind a két kérben benne van vagy mind a kettén rajta van vagy az egyik kor teljesen bent van a masikban
és P mind a kett6n kiviil van, akkor nincs megoldas.

Vezessiik most vissza az altalanos esetet e specidlisra. Ha 2 kor érinti egymast és az egyik sugarat noveljiik, a
masikét ugyanannyival csokkentjiik, akkor a korok tovabbra is érintkezni fognak. Ezen az iton olyan érinté szerkesztési
feladatokban, melyekben korok szerepelnek, egy kort pontta zsugorithatunk Ossze.

Tekintsiik a feladatot megoldva. A legkisebb sugarta adott kort (jeloljik a sugarat r1-gyel) pontta zsugoritjuk és
a tobbi korok sugarait ugy zsugoritjuk vagy noveljik r;-gyel, hogy az érintkezés tovabbra is megmaradjon. Ezzel a
problémét visszavezettiik az el6bbire: megszerkeszteni a 2 kort érint6 és 1 ponton (a harmadik kézéppontjan) dtmend
koroket. A megszerkesztett koroket sziikség szerint zsugoritva vagy nyujtva kapjuk az eredeti feladat megoldasat.

Vizsgaljuk a megoldésok szamat. Ha k-, ko-, ks-nak nincs kozos pontja, akkor lesz olyan kor, amely mind a harmat
kiviilr6l érinti, lesz olyan, amelyik mind a harmat beliikrél érinti, 3 kiilonb6z6 fog egyet kiviilrél és kett6t beliilr6l és
3 fog kettst kiviilrél és egyet beliilrdl érinteni. Tehat altalaban nyolc megoldas lehetséges.

Ha két kor benne van egészen a harmadikban, akkor mar csak 4 megoldés lehetséges, mert a harmadikat csak
beliilrél érintheti a kodzos érintGkor.

Attol fiiggden, hogy melyik megoldast keressiik, kiilonbozoképpen kell némely kort zsugoritani, némelyiket nytjtani.
Az inverzi6 elvégzése utan a két kor kozos érint6i koziil aszerint valasztjuk a két kort elvalasztokat vagy azt a kettGt,
amelyeknek egy oldalan fekszik a két kor, amint a keresett érinté kornek kiilonb6z6 oldalan vagy ugyanazon fekszik a
két kor.

15. Fejezzétek ki az x, y pont 2°+y* = 1 kirre vonatkozd tikorképének (x', y' )-nek a koordindtdit az x, y segitségével.

1
Megoldas: OP - OP' = 1-bsl OP' = op" Az OA'P és OAP héaromszogekbdl (A és A’ a P és P’ vetiilete az
X-tengelyen)

' OP 1 , x x
— = = azaz @' = =
x OP OP% oP?  z?2+y*
LY _oP 1 f_ Y
és = azaz y =

y:OP:OPQ’ 2 4 y?

Ha a kor sugara nem 1, hanem valamely mas 7 szam, akkor a tortek szamlalojaba meég az 2 szorzo6 keriil.

16. Hatdrozzuk meg az ellipszisnek, a hiperbolinak a fékérre vonatkozd tikiorképét (egyenletét).

2 2

Megoldas: Az 22 + y? = a? a korre kell az :E_2 + ‘Z—2 = 1 egyenletekkel jellemzett gérbék inverz alakzatat elGal-
a
litanunk. Ezt megkapjuk, ha z-et és y-t z'-vel és y'-vel fejezziik ki és ezt helyettesitjiik az egyenletbe. Mivel az (z,



y) és (2', y') pontok egymésnak kolcsdndsen inverzei, az el6z6 feladatban kapott formuladkban (z, y)-t és (', 3')-t
felcserélhetjiik (amirdl szamitassal is meggy6z&dhetiink):

0,255/ azy/

T = W’ y= W
Ezt behelyettesitve:
a2z’ aty’?
(72 +y’2)2 + bQ(x’2y’2)2

=1, torteket eltavolitva és rendezve:

b2($/2 + y/2)2 - az(b2:1:’2 + a2y’2) —0.
2 2

Ugyanazt elvégezve az x_z - z—z =1 hiperbolara, kapjuk:
a

b2(x/2 + y'2)2 . a2(b2xl2 . azy/z) —0.

17. A parabola csicspontja koré irjatok a fokuszon dtmend kiort. Tikrozzétek a paraboldt erre a kirre nézve (egyen-
letet).

Megoldas: Az inverzi6 alapkorének sugara g A parabola egyenlete y? = 2px. Ennek inverz alakzata az elébbihez

hasonléan
8(5’(33’2 4 y/2) _py/2 =0.



