E lap olvaséi a szamtani és mértani kozép fogalmaval méar a kotelezd iskolai anyag keretein beliil megismerkedtek, és
e lap hasabjain volt méas kozepekrdl is sz6 (Aczél-Suranyi: , Egyenltlenségek” I11. évf. 1-2-3-4. szam). Idézett cikkben
eléfordult mér a stulyozott szdmtani kdzép fogalma is.

A kovetkez6 tortet nevezziik az a és b pozitiv szdmok, m és n pozitiv silyokkal silyozott, szamtani kézepének:

ma + nb

(1)

m4+n

E fogalom magéban foglalja a kozonséges szamtani kézép fogalmat m = n esetén. Ha a = b, tgy a stlyozott szamtani

ma + nb
kozép ezt a kozos értéket veszi fel: 7_—:__ = a. Ha a kiilonbozik b-t6l, legyen pl. a < b, gy a silyozott szamtani
m+n
kozép e két érték kozé esik.
ma + nb
(2) a< —— <b.
m+n

A (2)-ben szerepls elss egyenlGtlenség pl. agy lathatd be, hogy az (1) tort szamlalojaban b helyébe a nala kisebb a-t
helyettesitjiik. Ezzel az eljarassal csokkentettiik a tort értékét és eredményiil a-t kaptunk. Hasonléan bizonyithaté az
egyenl6tlenség masodik fele is. A (2)-es egyenl6tlenség egy alkalmazasaként vizsgaljuk azt a kozepet, amelyet a ,rossz
diak” kap gyakran eredményiil, amikor két tortet kellene 6sszeadnia. Mindenki talalkozott mar olyan didkkal, aki ugy

r r
adott Ossze két tortet, hogy kiilon a szamlalokat, kiilon a nevezket Gsszeadta, vagyis a b és — tortekbdl | ahol b < -
q S q s

r
+ tortet alkotta. Az ilyen Gsszeadas helytelenségét nem kell a cikk olvasoi el6tt bizonygatni,
s

Osszegiik helyett a b
q
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hiszen konnyen beldthato, hogy a b tort kisebb, mint a két osszeadandé koziil a nagyobbik, pontosabban, hogy

s
teljesiil a kovetkezd egyenlStlenség:
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A (2') egyenl6tlenség nyilvanvalo kovetkezménye a (2) egyenlStlenségnek, amit konnyen ellenérizhetiink, ha a (2)-ben

a helyébe B—t, b helyébe i—et, az m helyébe g-t és n helyébe s-et helyettesitiink.
q s

Ugyancsak a (2), illetve a (2') egyenl6tlenség kovetkezménye a kovetkezd egyszert tétel. Ha egy pozitiv valodi tort
szamlalojahoz és nevezGjéhez ugyanazt a pozitiv szdmot hozzaadjuk, igy az adott valédi tértnél nagyobb valédi tortet
kapunk, mig, ha egy altort szamlaléjahoz és nevezGjéhez adjuk hozza ugyanazt a pozitiv szdmot, gy az adott altértnél
kisebb altortet kapunk.
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p<p+a<1, ha 0<§<1,
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modon kozepet, angi egyben allitdsunk bizonyitasat jelenti.

Hasonlitsuk most 0ssze az a és b egymastol kiillonbo6zs pozitiv szdmokbol kiilonb6zé silyparokkal képezett sulyozott
szamtani kozepeket.

Legyen 0 < a < b, és az m, n és M, N sulyok ugyancsak legyenek pozitivok. Megmutatjuk, hogy az e két stlypéarral
képezett kozép kozott akkor és csak akkor teljesiil

P B
Az els6 esetben a 2 és az = =1 tortekbdl, a masodik esetben a 0 és a 5= 1 tortekbol képeztiink a (2')-ben adott

ma+nb< Ma+ Nb
m+n M+ N

(3)

egyenl6tlenség, ha
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Osszuk a (3) egyenl6Stlenségben szerepld els tortben a szamlalot és nevezSt n-nel, a masodikban N-nel. Ekkor a
bizonyitandé egyenlGtlenség igy alakul
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(2)-bél (azt az N 1 stulyokra alkalmazva) kévetkezik, hogy a < . Tehat minden olyan x szamra, amelyet ugy

—+1
N +
M
—a+b
kapunk, hogy a-nak és -nek tetszoleges pozitiv stlyokkal silyozott szamtani kozepét képezziik, igaz (2) alapjan
—+1
N +
M
WCL + b
az x < egyenlGtlenség.
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Az a sulyanak valasszuk az — — N kiilonbséget, amely a (4) feltevés kévetkesztében pozitiv, mig -et, sajat
n
—+1
N +
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nevezgGjével, (W + 1) -gyel silyozzuk:
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Az el6bbi megjegyzésiink szerint azonban
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ami a (3') egyenlStlenség, és avval egyiitt a (3) egyenlStlenség bizonyitasét jelenti.
M
Ha (4) helyett az ellenkezs értelmi egyenlGtlenség érvényes, akkor a bizonyitas ™ s N felcserélésével alkalmazhato,
n

s igy (3'), ill. (3) helyett is a forditott értelmi egyenl6tlenséget nyerjiik. A (4) feltétel tehat nemcsak elégséges, hanem
sziikséges is (3) teljesiiléséhez.

A (3) egyenl6tlenség alkalmazéasaképpen tobb ismert nevezetes egyenlStlenséget vezetiink le beléle. Elgbb azonban
még két kozépérték fogalméaval kell olvasoinkat megismertetniink.

Az aq, ao, ... ay, 0-t0l kiilonb6z6 szamok H harmonikus kézepén reciprokaik szamtani kézépértékének reciprokéat
értjik, azaz

n
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Eszerint a és b harmonikus kdzepe
2 2ab
_1+1_a+b
a b
Az a1, as, ..., a, szdmok Q négyzetes (kvadratikus) kiézepén négyzeteik szamtani kbzepébdl vont pozitiv elGjeli

négyzetgyokét értjiik, vagyis
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Tehét a és b kvadratikus kozepe
Q =

I. alkalmazas: Legyen n = Vb, n = /a, M = N = 1.
Ebben az esetben teljesiil a (4) feltétel, tehat (3) felhasznalasaval (a két oldalt felcserélve)

a+b> avb+bya \/E(\/E+\/l_7)
2 Vb+va Vbt a

= Vab,




ami a szamtani és mértani kozép kozti jol ismert egyenlGtlenség.
II. alkalmazas: Legyen m =b,n=a, M = N = 1.
A (4) feltétel teljesil, és igy
a+b ba+ab  2ab
5~ atb axbd
ami a szamtani k6zép és a harmonikus kozép kozti egyenlGtlenség.
III. alkalmazas: Legyen m = b, n =a, M = \/E, N = Va.

b b
A (4) feltétel teljesiil, hiszen — > \/j, és igy
a a

ba+ab avb+bya
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vagyis
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a4 < Vab,
a+b

ami a harmonikus k6zép és a mértani kézép kozti egyenlGtlenség.
IV. alkalmazas: Legyen m =n=1, M =a, N =b.
A (4) feltétel teljesil, és igy
a+b a®+b?
< .
2 a+b

a+b

Az egyenl6tlenség mindkét oldalét -vel szorozva, majd mindkét oldalbol négyzetgyokdt vonva, az

a+b< a? + b?
2 2

egyenl6tlenséget kapjuk, ami pedig a szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlStlenség.

Az itt megadott négy példaval természetesen nem meritettiik ki a (3) egyenl6tlenség 6sszes alkalmazésait. Mindenki
szarmaztathat bel6le tovabbi egyenlGtlenségeket, ha az m, n és M, N sulyok helyébe a feltételeket kielégité konkrét
pozitiv mennyiségeket helyettesit.



