I. rész

l.a) A= 10110099, B = 99t00™"", Melyik szam a nagyobb, A vagy B? (7 pont)

b) Irja fol az f(x) = 2* fiigguény azon érintdjének az egyenletét, amelyik az x-tengely pozitiv félegyenesével 60°-o0s
szoget zdr be. (6 pont)

Megoldas. a) A tizes alapu logaritmusfiiggvény szigorian monoton novds, ezért elegends a szamok logaritmusat
Osszehasonlitani. 1 pont
A =1g A =100 -1g 101,
By =1g B =100'" - 1g99.

Aj és Bj pozitiv szamok, igy Osszehasonlitasukhoz ismét a logaritmusukat hasonlitjuk Gssze. 3 pont
(Ha a vizsgazo hatvanyozott hatvanyként pl. A = 101'°0%_cel dolgozik, akkor legfeljebb 4 pontot kaphat a fel-
adatra.)

lg Ay =99 -1g100 4 Ig (1g101) = 198 + 1g (1g 101) < 198 + 1g 10 = 199,
lg By = 101 -1g 100 + 1g (12 99) = 202 + 1g (1g99) > 202.
lgA;1 <lgB; < A1 < By < A<B. 3 pont

Osszesen: 7 pont

b) A keresett érint6 meredeksége tg60° = v/3. 1 pont

A fiiggvény derivéltja f'(z) = 2u. 1 pont
3 3 3

Az érintési pont elsé koordinataja a 2x = V3 egyenletbdl %, a masodik koordinata f (%) =7 3 pont

A keresett érint6 egyenlete:

y—\/§<x—£>+2—\/§x—% 1 pont

Osszesen: 6 pont

2. Hol a hiba az aldbbi okoskoddsokban? Mi az egyenlet megolddsa az a) esetben és mennyi a széban forgd valdszi-
niség a b) kérdésben?
a) A \/x = —x egyenletnek nincs megolddsa, mert eqy szim négyzetgyoke nem lehet negativ. (4 pont)

b) Mennyi annak a valdszindsége, hogy hét szabdlyos kockdt feldobva van 1-es a szdmok kézott? Annak a valdszi-

nisége, hogy egyetlen szabdlyos kockdval 1-est dobunk, —. FEszerint annak a valdszinisége, hogy két szabdlyos kockdt

1 7
feldobva van 1-es a kijott szamok kézott, kétszer ennyi, 3’ gy tehdt a kérdéses valdsziniség T-szer ennyi, 5 % esemény

bekivetkezése tobb, mint bizonyos. (5 pont)

1 1 1
c) Egy méter 100 centiméter, tehdt 1 méter = 25 centiméter. Az 1 négyzetgydke 3 a 25 négyzetgyoke 5, tehdt

1

B méter = 5 centiméter. (4 pont)
Megoldas. a) —z nem negativ, ha = < 0. 2 pont
Az egyenlet megoldasa a 0. 2 pont

(Ha a vizsgazo azt irja, hogy az indoklas azért hibas, mert az egyenletnek van megoldasa, akkor legfeljebb 1 pontot
kaphat.)

Osszesen: 4 pont

b) A siker valosziniisége nem egyenesen aranyos a kisérletek szaméaval. 2 pont

7 7
Annak valészintisége, hogy nincs 1-es a szamok kozott: (6) , ezért a szoban forgd valosziniség értéke 1 — (6) ~
0,7209. 3 pont

(Akkor is jar a 3 pont, ha a vizsgdz6 nem hivatkozik a binomialis eloszlasra. Ha 1-et kozol eredményként, akkor
legfeljebb 1 pontot kaphat.)

Osszesen: 5 pont



¢) Egy mennyiség mértéke a mérGszamnak és az egységnek a szorzata. A mérdszamokbol vont négyzetgyokvonas
akkor vezet igaz egyenlGséghez, ha mindkét oldalon ugyanaz az egység. 4 pont

Osszesen: 4 pont

3. Egy trapéz magassdaga, eqyik, illetve mdsik dtloja ebben a sorrendben eqy q = 2 hdnyadosi mértani sorozat harom
szomszédos tagja. A trapéz terilete T' = 60 + V12 teriileteqység. Mekkora a trapéz magassdga? (12 pont)

Megoldas. Legyenek a trapéz csicsai ABC'D, a magassaga m. A feltétel szerint AC = 2m, BD = 4m. Legyen a

C és a D vetiilete az AB oldalon Cq és Ds. 2 pont
D C
m
A D C1 B
Pithagorasz tétele szerint AC, = V3m és BD; = V15m. 2 pont

Mivel C1 Dy = CD, azért a trapéz alapjainak Osszege:
AB+CD:A01+BD1=\/§m+\/ﬁm=\/§m(1+\/5). 5 pont

A trapéz kétszeres teriilete:

\/gm(l—l—\/g) ~m:2(\/@—|—\/ﬁ).

Innen m? = 4, azaz m = 2. 3 pont

Osszesen: 12 pont

4. Oldja meg az aldbbi egyenldtlenségeket a valds szamok halmazdn:

a) 2zt <a? +1. (5 pont)

b) 2cos*x > cosx + 1. (8 pont)

Megoldas. a) A t = z? > 0 1j valtozé bevezetésével az egyenl6tlenség 2t2 — t — 1 < 0 alakba irhato. 2 pont
1

Ennek a megoldésa: —3 <t<1. 2 pont

(A grafikus megoldaseért is jar a 2 pont.)
Mivel £ > 0, a megoldas 0 < z? < 1, azaz —1 < x < 1. 1 pont

Osszesen: 5 pont

b) Most a t = cosx (—1 <t < 1) helyettesités utan a 2t> —t — 1 > 0 egyenlétlenséget kapjuk. 2 pont
(1 pont akkor is jar, ha a vizsgazo6 kés6bb jeloli ki az 6 valtozo értékkeészletét.)

1
Ennek a megoldasa: t < —5 vagy 1 < t. 1 pont
1 1
Ha cosz =t < 3 akkor cosx < —3 azaz
2 4
% + 2k <z < % + 2km, k egész. 3 pont

(Ha a vizsgazo fokokban adja meg a megoldast, akkor 2 pontot, ha keverve, vagy nem irja a periodust, akkor
1 pontot kaphat.)

U




Ha 1 <t = cosz, akkor cosxz = 1, tehat © = 2nm, ahol n egész. 2 pont

Osszesen: 8 pont

II. rész

5. a) A pozitiv egész A és B szdmok dsszege 1000. Igazolja, hogy A% utolsé hdrom szdimjegye egyenlé B? utolsd
hdrom szdmjegyével. (4 pont)

b) Adjon meg olyan pozitiv egész A és B szdmokat, amelyek dsszege 1000 és A? utolsé négy szimgjegye egyenls B>

utolsé négy szdmjegyével. (8 pont)

¢) Hdny pozitiv osztdja van o H = 2** — 1 szdmnak? (9 pont)

Megoldas. a) Az allitas akkor teljesiil, ha 1000 | A% — B2. 2 pont

A? — B? = (A+ B)(A — B) = 1000(A — B), tehét az allitas igaz. 2 pont
(Masik megoldas.) B = 1000 — A, tehat

B? = (1000 — A)* = (1000 — 2000A4) + A2 2 pont

1000 | 1000% — 20004, igy B* és A? utols6 harom jegye megegyezik. 2 pont

Osszesen: 4 pont

b) Az utols6 4 szamjegy akkor egyezik meg, ha 10 000 | A* — B*. 1 pont
Igy (A — B)-nek oszthatonak kell lennie 10-zel. Az A+ B = 1000 feltétel esetén ez példaul teljesiil, ha A is és B is
oszthato 10-zel. Egy példa: A = 110, B = 890. 2 pont

Osszesen: 3 pont

¢) Bontsuk a H szamot primtényezsk szorzatara, ehhez pedig alakitsunk szorzatta:
H=022-1)22+1) =2 - D2 +1)(2")’ +1) =

=2 -2+ D2+ 22+ D2+ 1)(28 -2 +1). 4 pont

(A 4 pont akkor is jar, ha a vizsgazo akkora tényezskig jut a felbontasban, amelyek mar kézzel ,kezelhetSk”, illetve ha
tovabb bont.)
Behelyettesitve: H =7-9-5-13-17-241. Innen a torzstényezss felbontéas:

H=23%.5-7-13-17-241. 2 pont
Innen a H pozitiv osztoinak a szama:
dH)=(241)-(141)-(14+1)-(1+1)-(1+1)-(1+1)=96. 3 pont

Osszesen: 9 pont

6. Egy dobozban pénzérmék és golydk vannak, amelyek eziistbdl vagy aranybol késziltek. A dobozban lévé tdrgyak
20%-a golyd, a pénzérmék 40%-a ezist, az aranytdrgyak 80%-a érme.
a) A dobozban lévé tdrgyak hdny szdzaléka arany pénzérme? (4 pont)

b) A dobozbdl véletlenszerden kihizunk egy tdrgyat. Mekkora a valdsziniisége, hogy ez a tdrgy ezistbol készilt?
(4 pont)

¢) A dobozbdl véletlenszerien kihizunk egy golyot. Mekkora a valdszindsége, hogy ez a golyd eziistbdl késziult? (4 pont)

d) Ertelmezze a b) és a c) feladatok eredményét a kovetkezd eseményekre: E: a kihizott tdrgy ezistbél van; G: a
kihiizott tdrgy golyd. (4 pont)

Megoldas. Jelolje t a targyak szamat és foglaljuk tablazatba az adatokat: a tablazat kitoltésekor hasznaljuk o1,
hogy a sor-, illetve oszloposszegek Osszege a targyak szama. 6 pont



Goly6 Erme Ossz.

Arany | 0,12t 0,48t 0,6t
Eztist | 0,08t | 0,4-0,8t=0,32¢ | 0,4¢
Ossz. 0,2t 0,8t t

(Ha a tablazat helyes, akkor az a), b), ¢) kérdések helyes megoldasara még 2-2 pont adhatd. Az egyes részfeladatok
megoldasakor halmazabra is hasznalhato, akkor 2-2 pont jar egy-egy részfeladat helyes abrazolasaért.)

a) 48%. 2 pont
b) 0,4. 2 pont
c) 0,4. 2 pont
d) Az eredmények szerint az eziist targyak aranya a golyok kozott azonos az eziist targyak aranyaval a dobozban:
az E és a G események fiiggetlenek. 4 pont

(Masféle indoklas is elfogadhato a két esemény fiiggetlenségére; pl. P(EG) = P(E) - P(G), vagy P(E | G) = P(E).)

Osszesen: 16 pont

7. Egy szamtani sorozat elsd tagja 9, a kilencedik tagja pedig 33.
a) Hatdrozza meg a fenti szamtani sorozat azon tagjainak az dsszegét, amelyek 149 és 301 kdzétt vannak. (10 pont)

b) Mennyi a sorozat elsé huszondt elemének a négyzetisszege? (6 pont)
Megoldas. a) d = a; — (111 =3. 2 pont

ap=a1+ (n—1)d=3n+6. 1 pont
A sorozat n-edik tagja akkor esik 149 és 301 kozé, ha

143 295
149 < 3n+6 < 301, azaz = <n< =3
ami akkor és csak akkor teljesiil, ha 47 < n < 99. 3 pont
A sorozatnak Gsszesen 98 — 47 = 51 tagja esik a megadott hatarok kozé. A legkisebb ays = 150, a legnagyobb
ags = 300. 2 pont
. a48 + Q98
a48+...+a98—51-T—11475. 2 pont
Osszesen: 10 pont
25 25
b)af+a3+... +a3s =) (3i+6)°=9) (i+2)°. 2 pont
i=1 i=1
25
Z (i + 2)2 az els6 27 pozitiv egész négyzetosszegénél 5-tel kisebb. 2 pont
i=1
Az ismert Gsszefiiggés szerint:
27
27-28-
n2 = M = 6930,
6
n=1
tehat a keresett Osszeg 9 - 6925 = 62 325. 2 pont

Osszesen: 6 pont

(Akkor is jar a 6 pont, ha a vizsgazo az Osszegzés elGtt végzi el a négyzetre emelést. Ekkor a szamolés:

25 25 25 25
> (Bi+6)*=> 9"+ 36i+ »_36=49 725+ 11 700 + 900 = 62 325.)
=1 =1 =1 1=1

8. Egy klinikdn olyan betegség kimutatdasdira végeznek vérvizsgalatot, amelyikben szdz ember kézil dtlagosan egy
szenved. A wizsgdlati személyek otvenes csoportokban érkeznek és az eddigi gyakorlat szerint egyesével végzik el rajtuk
a tesztet. Egyetlen vérminta vizsgdlata 300 forintba keriil.

A klinika vezetdje két modosits javaslatot kapott:

A) Egy-egy 50-es csoport vérmintdinak egy részét azonosithaté mddon tegyék félre, a mdsik részeket pedig éntsék
0ssze €s vizsgaljak eldszor a csoportos mintdt. Ha ez negativ, akkor nyilvin mindenki egészséges, ha pozitiv, akkor a
félretett egyéni mintdkat vizsgdljdk egyesével.



B) Az A) javaslathoz hasonléan elészor az 50-es csoport egyiittes vérmintdjat vizsgdljdk meg. Ha ez pozitiv, akkor
minden egyes félretett eqyéni minta felébol két 25-f0s, csoportos mintdt készitenek és ezeket ismét egyiittesen vizsgaljdk.
Ha bdrmelyik csoport pozitivnak bizonyul, akkor annaek a csoportnak a tagjait egyesével szirik.

A klinika vezetdjeként vdltoztatna-e az addigi gyakorlaton? Ha igen, akkor hogyan és miért? (16 pont)

Megoldas. Annak a valosziniisége, hogy egy ember beteg, 0,01 és az egyes emberek egymastol figgetleniil betegek

vagy sem. 1 pont
(Ez az 1 pont nem jar, ha a vizsgaz6 nem emliti a fliggetlenséget.)
Az eredeti eljaras szerint egy 50-es minta vizsgalati koltsége 50 - 300 = 15 000 F't. 1 pont
Az A és a B valtozatok esetén a koltségek vdrhatd értékét hatarozzuk meg és hasonlitjuk Gssze. 2 pont

A) Annak a valdosziniisége, hogy egy 50-es mintaban nincs beteg, p = 0,99%° ~ 0,605, annak, hogy van, 1—p ~ 0,395.
2 pont
Az A) valtozat koltségének varhato értéke tehat: F4 = p- 3004 (1 —p) - 51 - 300 ~ 6225 Ft. 3 pout
B) Annak a valoszintisége, hogy egy 25 f6s mintaban nincs beteg: p; = 0,99%° ~ 0,778. 1 pont
A két 25 {6s minta esetén a lehet&ségek a megfelels valoszintségekkel:
— mindkét csoport egészséges: pf =p =~ 0,605.
— egy csoport egészséges: 2p1 - (1 — p1) =~ 0,345.
— mindkét csoport beteg: (1 — p1)2 ~ 0,05. 3 pont
(Ha a kerekités miatt nem 1 az Gsszeg, akkor 2 pont, ha elvi hiba van, akkor maximum 1 pont.)
A sziikséges tesztek szama az egyes esetekben: 2; 27; 52. A vizsgalat koltségének varhato értéke:

Ep = 300[2- 0,605 + 27 - 0,345 + 52 - 0,05] ~ 3937,5 Ft. 2 pont
A B) valtozatot érdemes valasztani. 1 pont

Osszesen: 16 pont

9. Az aldbbi feladatok megolddsa sordn kalkuldtor nem haszndlhato. Eredményeit indokolja.
a) 1. Irja fol az (14 ) 10 hatvany kifejtésének elsd négy tagjanak 0sszegét az x ndévekvd hatvanyai szerint rendez-

ve. (2 pont)
2. A taldlt kifejezés alapjin adjon kézelitést 1,005 értékére. (1 pont)
3. Igazolja, hogy az igy kapott kézelités négy tizedesjegyre pontos. (5 pont)
b) 1. Abrdzolja az f(x) = % fligguény grafikonjdt, ha x > 1 000. (2 pont)

2. Hatdrozza meg az
1500z +1 3z

500z —2 10 000

egyenlet pozitiv megolddsdnak az egész részét. (6 pont)

Megoldas. a)

10 10
(1+2)° = 1+10z + <2)332 + <3>:1:3 =1+ 10z 4 4522 4 120z°, 2 pont
Ennek alapjan
1,005 = (1+0,005)"° ~ 1+ 10- 0,005 + 45 - 0,000 025 + 120 - 0,000 000 125 = 1,05114. 1 pont

10
A tovabbi 7 tagot feliilr6l becsiilhetjiik, felhasznalva, hogy a szereplé binomialis egyiitthatok maximuma ( 5 ) =

252 és x = 0,005 hatvanyai fogynak. Igy mindegyikiik legfeljebb 252z, az Gsszegiik kisebb, mint

10~
7-252-(5-107°)" < 10751764 < ——.

Az els6 négy tag Osszege tehat négy tizedesre pontos. 5 pont
(Mas helyes becslés is elfogadhato.)

Osszesen: 8 pont



b) A fliggvény grafikonja megkiilonboztethetetlen a vizszintes aszimptotatol, melynek egyenlete y = 3.

1
Emellett ha = > 255’ akkor f(x) > 3. 3 pont
(Akkor is jar ez a 3 pont, ha a vizsgazo csak a kovetkez6 részben emliti, hogy a fliggvény itt az aszimptota folott
halad.)

3 1500 1
Ha az adott egyenlet helyett a 3 = x T+

10 000 egyenletet oldjuk meg, akkor mivel F000 — 2

oldali fiiggvény novs, a médositott egyenlet megoldasa, 10 000, a valdédi megoldasnal kisebb. 3 pont

> 3, masfel6l a jobb

0 100 10441 T

Masfeldl egyszert szamolassal kapjuk, hogy ha x helyébe 10 001-et irunk, akkor az eredeti egyenlet jobb oldala
nagyobb lesz, mint a bal, a pozitiv gyok tehat kisebb, mint 10 001, igy az egész része 10 000. 2 pont

(Ha a vizsgaz6 az aszimptota megallapitasa utan kozli, hogy a gyok egész része 10 000, kaphat 1 pontot. Grafikusan
csak annyi fogadhato el, hogy a gyok nagyobb, mint 10 000.)

Osszesen: 8 pont



