I. rész

1
1. Az A és B helységek kézdtti tavolsdg 1 részét eqy kerékpdros 1 ora alatt tette meg, a hdtralevd utat pedig 4 ora

alatt. Sebességének mérdszama (km/oraban) mindkét szakaszon egész szam, melyek legkisebb kizos tobbszordse 72.
Mekkora az AB tdvolsdg? (11 pont)

1
Megoldas. Ha a kerékpéros az A és B helységek kozotti tavolsag 1 részét 1 6ra alatt tette meg, a hatralevs utat

v 4
pedig 4 o6ra alatt, akkor az ut els@, ill. méasodik szakaszan levs vy és vy sebességeinek ardnya: k. 3"
Vo

Ez azt jelenti, hogy valamely k pozitiv egész szdmra:
vy =4k, vy =3k és [4k;3k] =72 =2%.3%

Ezek szerint k primtényezGs felbontasdban szerepelnie kell egy db 2-esnek, egy db 3-asnak, és tovabbi primeket mar
nem tartalmazhat. Tehat csak k = 2-3 = 6 lehetséges.
Igy vy =4-6 =24, vo =36 = 18. A keresett tavolsadg: 1-24 + 4 - 18 = 96 km.

2. a) Oldjuk meg a valds szampdrok halmazdn az aldébbi egyenletrendszert:

1 1
+ =
1+tgx 1+ctga Y (7 pont)

xy+4=2(x+y).

b) Egy szdmtani sorozat elsd tagja az egyenletrendszer x, y megolddsa kézil a nagyobbik, differencidja pedig a
kisebbik. Hdany kétjegyi pozitiv egész tagja van a sorozatnak? (6 pont)

Megoldas. a) Az els6 egyenletb6l

1 1 1 tgx  1+tgx

1—|—tg3:+1—|—tg% “Ttter tgrtl l+tgr

=xy, azaz Y= —.
x

Ezzel a masodik egyenlet:

1
5=2(w+—>, azaz 222 —5r+2=0.
X

1 1
Az egyenletrendszer megoldasa: 1 = 2, y1 = 3 2= 542 = 2.

1
b) Barmelyik megoldés esetében a kérdéses szamtani sorozat elsé tagja 2, differenciaja 3

1
Hal0 <2+ (n-1)- 3 < 99, akkor 17 < n < 195. Ez Gsszesen 195 — 16 = 179 tag. De ezek koziil csak

azok lesznek pozitiv egészek, amelyekre n értéke paratlan, n = 2k + 1, azaz n = 17,19,21,23,...,195. Ezek szama:
17+ (k—1)-2 =195 alapjan k = 90. Tehat a kérdéses szamtani sorozatnak 90 db kétjegyd pozitiv egész tagja van.

3. Hdrom falu kizos polgdrmestert vdilaszt. Hdarom jelolt (A, B és C) kozil lehet vdlasztani. Az 1. faluban 2016,
a 2.-ban 1320 vdlasztdsra jogosult jarult az urndkhoz. A kérdiagramok az 1. és a 2. faluban sziiletett eredményeket
szemléltetik. Sajnos a 3. faluban sziletett eredményt szemléltetd kordiagram elveszett.

105° 75°

A vdlasztds dsszesitett végeredménye:

A jelolt: 1599 szavazat, B jeldlt: 2169 szavazat, C jelélt: 1776 szavazat.



a) Készitsik el a 3. falu vdlasztdsi eredményét szemléltetd kordiagramot. (10 pont)

b) Hany lakosa van a 3. falunak, ha a falu lakosainak 72%-a volt vdlasztdsra jogosult és a vdlasztdsra jogosultak
56%-a vett részt a szavazdson? (4 pont)

Megoldas. a) A megadott kordiagramok alapjan az 1. és a 2. faluban a szavazatok széma:

1. falu  A: 588, B: 588, C: 840,
2. falu  A: 275, B: 385, C: 660.

Az egyes jeloltek szavazatainak 0sszegét levonva a végeredménybdl, megkapjuk a 3. falu valasztasi eredményét: A: 736,
B: 1196, C: 276 szavazat. Az ennek megfelel6 kordiagram:

120©
hv 0°

315°

b) - 0,72 - 0,56 = 2208, ahonnan = ~ 5476,2. Kerekités utan kapjuk, hogy a 3. falunak 5476 lakosa van.

4. Az abran egy falucska épitendd kdpolndjinak diszitéeleme ldthato. Mekkora a besatirozott kérok (ivegablakok)
sugara, ha a kilsd negyedkordk sugara: r = 80 cm? (14 pont)

L
T r{ 2

Megoldas. Ha z a keresett kor sugara, akkor az dbra megfelel derékszogi haromszogeire felirva Pitagorasz tételét

az alabbi egyenletekhez jutunk:

2
(z—l—x) =(r—z)’+y* & (r—z)’=2>+4%

2
Azaz )
(%”) =(r—a2)’+(r—x)’ -2
7 . .
Innen z = — r, tehat az iivegablakok sugara: =28 cm.
r—x %

II. rész



5. Legyen az A halmaz az (1), a B halmaz pedig a (2) kifejezés értelmezési tartomdnya:

(1) V2sin’mz —costz—1,  (2) lg(—322+ 17z — 10).

Hatdrozzuk meg
a) az AN B halmaz elemeit; (11 pont)

b) a B — A halmaz elemeit. (5 pont)

Megoldas. a) Az A halmaz elemeit a 2sin 72 — cosma — 1 > 0 egyenlStlenség megoldasai adjak.

2(1 - cos? mx) —cosmx —1 >0, ahonnan — 2cos® mx — coswxr + 1 > 0.

N~

E masodfoku egyenlStlenség megoldasa: —1 < cosma < > azaz cosmr <
T 5 1 5
§+2kw§7m§§7r+2k7r, ahonnan §+2k§x§§+2k (keZ).

2
A B halmaz elemeit a —3z% 4 172 — 10 > 0 egyenlStlenség megoldasa adja. A masodfoku kifejezés zérushelyei: 3 és b,

2
tehat a B halmaz elemei: 3 <x <b.

Abrazoljuk a két halmaz elemeit egy szdmegyenesen:

Az AN B halmaz elemei:

b) A B\ A halmaz elemei:

6. A faltol 2 méterre levd, 2,4 méter magas szekrény sarkdnak M pontjiban il egy maddr és az 1,2 m magassdigi
ablakon dt figyeli, amint egy bogdr mdszik az udvaron a hdz faldra merdleges irdanyban 0,8 méter/perc sebességgel. Az
ablak also széle a foldtél 0,8 méter magasan van. Mennyi ideig litja a maddr a bogarat? (16 pont)

szekrény
=
[V}
=
4 B

y _y+?2 ahonnan y =1 és Tty _wty+?2
08 24 YT 0RT12 T T 24

, azaz

Megoldas. Az dbra megfelels hasonlé haromszogeibdl

1 3
3:—2|— = I2_7|—4 , ahonnan z = 9 m.
Tehat a madar a bogarat
po 9m95
0,8 s

percig latja.

7. Az f(x) = 2% +ax +b és g(x) = 22 4+ bx + a fiigguényekhez (a > b) pontosan egy olyan xq hely taldlhaté, melyben
a figguények gorbéjéhez tartozo érintdk merdlegesek egymdsra.

a) Abrdzoljuk a h(z) = f(x) — g(x) figgvényt. (8 pont)



b) Szamitsuk ki az f(x) és g(x) fiigguények gorbéje, valamint azy tengely dltal kézbezdrt terilet nagysdgdt. (8 pont)

Megoldas. a) A feltételek szerint az f'(xo) - ¢'(z0) = —1 egyenletnek egy megoldasa van. (2x¢ + a)(2zo +b) = —1,
azaz 4x3 4+ 2xo(a + b) + ab+ 1 = 0. Ez utobbi egyenletnek akkor és csak akkor van egy megoldasa, ha diszkriminansa
0.

4(a+b)> —16(ab+1) =0, ahonnan (a —b)* = 4.

Mivel a > b, azért innen a — b = 2, vagyis a = b + 2. Ezzel
h(z) =24+ (b+2x+b—2° —br—b—2=2x—2.

b) A két grafikon metszéspontjanak abszcisszaja x = 1; ha © < 1, akkor g(z) > f(z). A keresett teriiletet az dbra
szemlélteti. A teriilet mérGszdma:

/ [o(2) — f(2)] de =
0

(22 +br+b+2 -2 —br— 2z —b)dx =

(2 —2x)de = 20 — 2%y = (2— 1) — (0) = 1.

oo

0 i T

8. Andrds megldtott eqy rekldmijsdgban eqy igen kedvezd dru gesztenyenyuszit. Amikor meg akarta vdsdrolni, dob-
benten tapasztalta, hogy a pénztdrndl 66 Ft hijdn az ujsdgban feltiintetett dr kétszeresét szamldztdak. Miutdn panaszt
tett, kiderilt, hogy az ijsdagban a hdromjegyd dr elsé és harmadik szamgjegyét véletlendl felcserélték. Mennyit kell fizetnie
Andrdsnak, ha megueszi az drut? (16 pont)

Megoldas. Ha Andrés az tjsagban az abc arat latta, akkor a feltételek szerint cba = 2-abc—66, azaz cba+66 = 2-abc.
A jobb oldal paros, igy a-nak is parosnak kell lennie. a < 6, ellenkezs esetben ugyanis a jobb oldal 1200-nél nagyobb
lenne. Tehéat a = 4 vagy a = 2.

Ha a = 4, akkor a bal oldal 0-ra végz6dik. Ekkor viszont ¢ = 5 lehet csak. De ez lehetetlen, hiszen a = 4 esetén a
jobb oldal 800-nal nagyobb, mig ¢ = 5 miatt a bal oldal kisebb, mint 700.

Ha a = 2, akkor a bal oldal 8-ra végzédik. Ekkor a jobb oldalon ¢ = 4 vagy ¢ = 9. De ¢ = 9 nem lehet, hiszen ekkor
a bal oldal 900-nal nagyobb, mig a jobb oldal kisebb, mint 600. Tehat csak a = 2, ¢ = 4 lehetséges. Ezekkel

4024+ 66 = 2-2b4, azaz 468 + 10b = 408 + 20b, ahonnan b= 6.

Tehat az ujsagban kozolt osszeg 264 F't, mig a tényleges ar 462 Ft. Valoban: 2 - 264 — 66 = 462.

9. a) Adott hdarom pdrhuzamos egyenes; mindegyiken pirosra festettink 5 pontot. Tekintsik az 0sszes hdromszoget,
melyek csucsai pirosak, két csucsuk valamelyik egyenesen, a harmadik pedig egy mdsik egyenesen van; majd tekintsik az
0sszes olyan piros csucsi négyszoget, melyek két-két csucsa eqy-eqy egyenesre illeszkedik. Mibdl van tébb: haromszogbdol
vagy négyszoghdl? (6 pont)

b) Legyen most adva két parhuzamos egyenes; egyikikon n (n > 2), a mdsikon pedig (n + 1) piros pont. Ismét
képezzik az dsszes hdromszdget, illetve mégyszdget, melyek csicsai pirosak. Most mibdl van tébb, hdaromszogbdl vagy
négyszogbdl? (10 pont)



5 5! 5
Megoldas. a) A haromszogek szama: 6 - (2) -5=230- 331 300, a négyszogek szama: 3 - (2
202 . . .. . . ., .
3 - — = 300. Tehat ugyanannyi haromszog keletkezik, mint négyszog.
1 1
b) A haromszogek szama: (;) (n+1)+ (n—2|— ) -n, a négyszogekeé: (;) . (n;— )
Vizsgaljuk meg, milyen n-re lesz tobb haromszog, azaz oldjuk meg az aldbbi egyenl&tlenséget:
n n+1 n n+1
(3) oo ("3) = () (127)
nln+1) (n+1)n S n! (n+1)!
2n—=2)!  2(n—1)! " 2(n—-2)! 2(n-—1)V
(n—Dnn+1) n?n+1)  (m—-1Dn?*n+1)
+ > ,
2 2 4
-1 -1
o +E>M, ahonnan 0 > n? — 5n + 2.
2 2 4
5— V17 54+ V17
A miésodfoku kifejezés zérushelyei: ny = —— = 0,44, no = ot Vi ~ 4,56.

Azt kaptuk, hogy ha n = 2,3 vagy 4, akkor haromszogbdl lesz tobb, ha pedig n > 4, akkor négyszoghdl.



