I. rész

1. Mutassuk meg, hogy nincs olyan valds szampar, amelyre

(2% +5)7 =25 |y — 3|
21z + 63y = 188 '

(11 pont)

Megoldas. Az els6 egyenletbdl: (x2 + 5)2 > 25, 25 — |y — 3| < 25. Igy az els6 egyenlet megoldasa csak x = 0,
y = 3 lehet. Ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve:

21-0+63-3 =189 # 188.

Az egyenletrendszernek tehat nincs megoldasa.

2. Tekintsik a valds szamok halmazdn értelmezett
f(z) = az® + (2a + b)x — (b — b —a)

fiigguényt.
a) Mutassuk meg, hogy ha a és b egész szamok, akkor

F(=2)+ F(=D)+ F0)+ f() + f(2)

oszthato 5-tel.
b) Igazoljuk, hogy ha a pozitiv, akkor f(x)-nek van zérushelye. (12 pont)

Megoldas. a) Az allitas tetszéleges egész egyiitthatos polinomra igaz: ha f(x) = Az® + Bx + C, akkor f(—2) +
f(2)=8A+2C, f(—1)+ f(1) =2A + 2C, tehét a szoban forgo Osszeg 10A + 5C, ami valoban oszthato 5-tel.
b) A diszkriminans b* + 4ab?, ami nem negativ, ha a > 0.

3. Hdny darab 2-nél kisebb, pozitiv tagja van az a, = —5 + logy(n + 4) sorozatnak? (14 pont)

Megoldas. A kovetkezd egyenl6tlenségrendszer pozitiv egész megoldasainak a szamét kell meghataroznunk: 0 <
=5 +logy(n +4) < 2, azaz 5 < logy(n+4) < 7.

Az 5 és a 7 logaritmus segitségével felirhato: logy 32 < logy(n + 4) < log, 128.

A 2-es alapt logaritmus fiiggvény novekeds, ezért: 32 < n 44 < 128, vagyis 28 < n < 124.

A megfelel$ n értékek: 29,30, . ..,122,123, vagyis 95 db pozitiv egész szam a megoldasa az egyenlGtlenségrendszer-
nek. Ez azt jelenti, hogy az asg, asp,-..,a123 az a 95 darab tagja a sorozatnak, amely megfelel a feladat feltételeinek.

4. Agnes 2005. mdrcius 25-én befizet 600 000 Ft-ot egy olyan bankba, ahol az évi kamat 8%-o0s és a naptdri év végén
van kamatelszdmolds. Mennyi lesz a kovetelése 2006. mdrcius 25-én? (14 pont)

Megoldas. Az év végi megszakitas nem befolyésolja a kamatjovairast. Ha az év 84. napjan teszi be a pénzt, akkor
abban az évben 281 napig kamatozik. Ha év vegen a kamatot hozzairjak a betéthez, akkor év végén a téke 1,08363 365 -
szOrosére nG, majd a hatrelévs 84 napon 1,083 365 -szorosére. Ez azt jelenti, hogy 2006. méarcius 25-én, az év leteltével
600 000 - 1,08 = 648 000 forint lesz Agnes kovetelése.

II. rész

5. Adott hdrom egyenes az egyenletével:
:E—\/gy:O, \/gcb—y:O, \/gx—i—y—lO:O.

a) Mutassuk meg, hogy a hdrom egyenes derékszogi hdromsziget hatdroz meg.
b) Mekkora a hdromszog kioré irt korének a sugara?
¢) Szdmitsuk ki a beirt kor kozéppontjinak a koordindtdit. (16 pont)

Megoldas. a) Az els6 és a masodik egyenesre illeszkedik az origd, a harmadikra nem, igy a harom egyenes harom-
szoget hataroz meg. Az e egyenes meredeksége: m, = ﬁ, a g egyenesé: my = —v/3. Mivel memg = —1, azért az e és

g mer6legesen metszi egymast, a harom egyenes derékszégli haromszoget hatédroz meg.



y

6l g

f
A
4,,
I Cr

2,,

‘ —— e

b) Derékszogti haromszoghen (a Thalész-tétel alapjan) az atfogd hosszanak felével azonos hosszuségu a koré irt

5
kor sugara. Az f és a g egyenes metszéspontjat kiszamitjuk: A (—; 5). Az e és az f metszéspontja: B(0;0). Innen

V3

adodik, hogy a haromszog atfogoja, AB = —, azaz a koré irt kor sugara: r = —.
gy g £0] /3 g /3

¢) Legyen e és g metszéspontja C, tovabba az A mersleges vetiilete az x tengelyre D. Az egyenesek meredekségeit
(iranyszogeit) felhasznalva: ABC< = 30°. A B-bdl indul6 belsé szogfelezdre illeszkedik a beirt kor kézéppontja. Mivel
ABD< = 60°, igy a B-bdl indulé szogfelezs iranyszoge 45°, vagyis az y = x egyenesre illeszkedik a kozéppont. A BD A
derékszogt haromszéghben BAD< = 30°, az ABC' derékszogl haromszogben BAC< = 60°. Ez azt jelenti, hogy az
ABC haromszogben az A-bol indul6 szogfelezd az AD egyenes. A beirt kor kézéppontjanak erre is illeszkednie kell,
5 5 5
vagyis a masodik koordinatdja —. Mivel a kozéppont y = x-re is illeszkedik, azért koordinatdi ( —; — ).
gy J /3 pp Y ( /3 \/§>
6. Adott a valds szamokon értelmezett, f(x) = 22°% — 32* + 22 fiigguény.
a) Hatdrozzuk meg f (tg g) pontos értékét.

b) Mutassuk meg, hogy az f(sina) + f(cos ) dsszeq nem fiigg v értékétdl. (16 pont)

Megoldas.
a) f(teg) =2(v3)" =3(v3)" + (V3)* =2-27-3-9+3=30,

b) f(sina) + f(cosa) = (2sin® @ — 3sin® @ + sin @) + (2 cos® a — 3cos* a + cos? a) =

6

= 2(sin® o + cos® ) — 3(sin o + cos? @) + (sin? o + cos? av).

A zaréjelben 16vs Gsszegeket alakitsuk at. Tudjuk, hogy
sin? a + cos® o = 1,

4 2 2

. . 2 . .
sin® a + cos o = (sin® a + cos? )" — 2sin® a - cos? = 1 — 2sin & - cos® a,

6

sin® o 4 cos® a = (sin? o + cos? a)(sin o — sin® o - cos? a + cos* ) = 1 — 3sin? v - cos? .

Ezeket felhasznalva:
f(sina) 4+ f(cosa) = 2(1 — 3sin® a - cosa) — 3(1 — 2sin® a - cos® a) + 1 = 0,

ami valéban nem fiigg a-to6l.

7. Egy kozépiskoldban azt tapasztaltuk, hogy a tanuldk 75%-a elkésziti a hdzi feladatdt matematikabol. Egy ijsdgire
ebben az iskoldban 6t véletlenszeriien vdlasztott tanuloval szeretne beszélgetni a tanuldsi szokdsaikrol.

a) Mekkora a valdsziniisége annak, hogy olyan tanuldkat vdlaszt, akiknek készen van a hdzi feladata?

b) Mekkora a valdsziniisége annak, hogy az ot vdlasztott tanuldbdl legaldbb hdromnak készen van a hdzi feladata?

c) Az iskola 20 fés 12.c. osztdlydban (ahol az iskolai dtlagndl egy kicsit jobb a helyzet) 16-an drtak hdzi feladatot.
A csoportban dsszesen 3 ledny van, 6k mindig elkészitik feladataikat. Ha ebbél a csoportbol valasztunk 4 fuit és 1 lednyt,
akkor mekkora a valdszinisége, hogy a vdlasztottak kozil pontosan kettének nincs kész a hdzi feladata? (16 pont)

Megoldas. a) Egy tanul6 esetén 0,75 a valoszintisége annak, hogy készen van a hézi feladata. Feltéve, hogy a
tanulok viselkedése fiiggetlen, 0,75° ~ 0,2373 annak a valoszintsége, hogy mind az 6t tanuld elkészitette a feladatat.



b) A szoban forgo esemény a kovetkezs, egymast kizaré modokon valdsulhat meg:
Pontosan 6t tanulé irt hézi feladatot: 0,75° ~ 0,2373.

5
Pontosan négy tanul6 irt hazi feladatot: (4) -0,75%- 0,25 ~ 0,3955.

5
Pontosan harom tanulé irt hazi feladatot: 3) -0,75% - 0,252 ~ 0,2637.

A fenti valoszindségek Osszege 0,8965, ennyi a valdszintisége annak, hogy az 6t valasztott tanulobol legalabb hé-
romnak készen van a hazi feladata.

17 3
c) 4 fiat és 1 leanyt Osszesen (4) . (

1
Lanyt haromféleképpen tudunk valasztani, és 6 biztosan irt hazi feladatot. A feladat szévege szerint az a két {6, aki

nem irt hazi feladatot csakis fit lehet. Tudjuk, hogy a 17 fid koziil 6sszesen 4-en nem irtak leckét. Vagyis a 13 leckét iré

1 4
fia koziil kell kett6t, és a 4 leckét nem iro6 fia koziil kell szintén kettst kivalasztani. Ez Gsszesen <3> . ( 3> . ( > = 1404

) = 7140-féle modon valaszthatunk ki.

1 2 2
eset.
Vagyis ~140 ~ 0,1966 a valészintisége annak, hogy a valasztott tanuldok koziil pontosan kettének nincs kész a hazi
feladata.

8. Egy 27 méter széles folyo partjatol merdlegesen haladva 3 méterenként megmértik a viz mélységét. A kovetkezd
adatokat kaptuk centiméterben: 60, 120, 150, 240, 210, 180, 90, 30.

a) Hdny m? a keresztmetszet teriilete, ha a folyomeder aljan két méréshely kozott az Gsszekitévonalat egyenesnek
feltételezziik?

b) A mért adatoknak hatdrozzuk meg a szdmtani kézepét és a medidnjdt.

¢) Mennyi a mérés vonaldban a folyd dtlagos mélysége?

d) Mekkora vizmennyiség halad dt a folyd keresztmetszetén 1 ora alatt, ha a folyo sebessége 85 m/perc? (16 pont)

Megoldas. a) Két haromszog és hét trapéz teriiletosszegét kell meghataroznunk:

06 06+1,2 12+15 15+24 24+21 21+18
T=3. + + + + + +

2 2 2 2 2 2

18+09 09+03 03
T 2>,

azaz T = 32,4 m?.

——r T T

b) Az adathalmaz szamtani kozepe: 1,35 m. Az adatok sorba rendezése utan az 1,2 és az 1,5 m &ll kozépen, vagyis
a median is 1,35 m.

¢) Ha a foly6 keresztmetszetének teriiletét elosztjuk a folyo szélességével, akkor azt az értéket kapjuk, amellyel,
mint ,dtlag™gal meghatarozhatjuk a folyd keresztmetszetén 1 o6ra alatt dthaladé viz mennyiségét. Most ez 2—% =12

méternek adodik.
d) A foly6 keresztmetszetének teriilete: 32,4 m?. Mivel a sebessége 85 m/perc, azért 1 ora alatt 5100 métert halad
a foly6. A keresztmetszetén 5100 - 32,4 = 165 240 m® viz halad 4t 6rankeént.

9. Az azonos keriiletd konvex négyszigek esetén a két-két szemkozti oldal dsszegének szorzata milyen esetben lesz
mazimdalis? Hatdrozzuk meg ezt a maximdlis értéket. (16 pont)

Megoldas. Jeloljiik az oldalak hosszat a szokasos a, b, ¢ és d betiikkel. Ekkor k = a + b+ ¢ + d. A feladat szovege
szerint az (a + ¢)(b + d) szorzatot kell vizsgélnunk.
Irjuk fel (a + ¢)-re és (b + d)-re (két pozitiv szdmra) a mértani és a szamtani kzép kozotti Osszefiiggeést:

CTonTd < (a—i—c)—;—(b—i—d) =§-

Ebbél kovetkezik, hogy
k2
(a+c)b+d) < T

k2
A szorzat akkor a legnagyobb, ha egyenld Z—gyel. Az egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha a + ¢ = b+ d. Vagyis

az azonos keriileti konvex négyszogek esetén a két-két szemkozti oldal Osszegének szorzata érinténégyszogek esetén
2

lesz maximalis. Ez a maximaélis érték Z—gyel egyenld.



