I. rész

1. Hatdrozza meg az a és b pozitiv egész szamok lehetséges értékeit, ha a < b, tovdbbd teljesil, hogy ha x és y eleme

1
az [a; b] intervallumnak, akkor — + — is eleme [a; b]-nek! (12 pont)
r oy

=1 lenne, ami

DN =

_|_

N~

1
Megoldas. Nem lehet a > 1, mert akkor a > 2 miatt © > 2 és y > 2 lenne, és igy — + — <
x

< |

ellenkezik l + 1 > q > 2-vel. Tehat a = 1.
T

Y
A b értéke csak 2 lehet, mert egyrészt b > a miatt b > 2, masrészt b > 2 nem lehet. Ugyanis b > 2 esetén x = 2,5
és y = 2,5 az [a; ] eleme, de
1 1

25 25

=08<1l=a

1 1
miatt — + — nem eleme [a; b]-nek.
r oy
1 1
Aza=1,b=2j0,mert 1 <x<2és1<y<2esetén 1 < —+ - <2
r oy
Tehat a keresett szamok: a =1 és b = 2.

2. a) Oldja meg a valds szamok halmazdin a

Vitavaz—16=2z-1

egyenletet! (5 pont)
b) Adja meg a fenti egyenlet alaphalmazat! (7 pont)

Megoldas. Ha van az egyenletet kielégits x, akkor az egyenlet két oldalanak négyzete is egyenls:

14+zvVa2—16=x2>—-2x+1, azaz xVa2—16=z>— 2.

Az eredeti egyenletnek x = 0 nem megoldésa, tehat a megoldasra /22 — 16 = x — 2 is, igy 22 — 16 = 22 — 42 + 4 is
teljesiil, ezért a megoldas csak = = 5 lehet.

Behelyettesités mutatja, hogy ez valdban megoldas is.

b) Az alaphalmaz azokbol az x valos szamokbol all, amelyekre egyrészt 2® — 16 > 0, és igy |x| > 4 is, masrészt

zvVr?2—16 > —1is teljesiil. Ez ut()bbi nemnegativ xz-re mindig teljesiil. Negativ z-re pedig pontosan akkor, ha

|:C|\/:C2—16<1 azaz ha z* -1<0.

-1<0 megoldasal a 8 V65 < 2% < 84165 egyenldtlenséget teljesits = értékek, tehat azok, amelyekre

—\/8 +65 < 2 < \/8 + V65 teljesiil. Ezek koziil a negativok: —\/8 + V65 < z < 0.

Tehat a keresett alaphalmaz:

[— 8+\/6_;—4] U [4; 00).
3. Egy autdkereskedd dtfajta autot forgalmaz. Az egyes fajtdk darabjdt
2,3 2,8 3 3,1 3,5
MFt-ért adja el, és nyeresége (az eladdsi dr és a beszerzési dr kiilonbsége) fajtanként a fenti sorrendben az eladdsi dr
3 2,5 24 2,1 2
szdzaléka. Ez a két adatsor a tovdbbi vizsgdlatok sordn nem vdltozik. Az egyes fajtdkbdol (fenti sorrendben)

2003-ban 25 32 27 38 19 darabot,
2004-ben 27 31 29 32 33 darabot

adott el.
a) Mennyi volt a nyeresége 2003-ban, és mennyi 2004-ben? (5 pont)
b) Ha 2005-ben csak egy autdfajidt forgalmaz, akkor melyik autdfajtdt (mennyi annak az egységdra) érdemes forgal-
maznia, és abbdl legalabb hdanyat kell eladnia, ha a lehetd legkevesebb autd eladdsdval akarja elérni a 2004-es nyereségét?
(7 pont)



Megoldas. a) A nyereség 2003-ban:
2,3-0,03-2542,8-0,025-32+4+3-0,024-27+3,1-0,021-38+3,5-0,02-19 =
=9,7128 (MFY).

A nyereség 2004-ben:
2,3-0,03-27+28-0,025-31+3-0,024-29 +3,1-0,021-32+3,5-0,02-33 =
= 10,5142 (MFt).

b) A legnagyobb nyereség egy auto eladasédnal annal az autofajtanal van, amelynél az eladasi ar szazalékértéke a
legnagyobb. Ezek a szézalékértékek rendre

2,3-0,03 = 0,069; 2,8-0,025 = 0,07; 3.0,024 = 0,072;
3,1-0,021 = 0,0651; 3,5-0,02 = 0,07,

igy a legnagyobb szazalékérték (a 0,072) a 3 MFt ara autéfajtanal van.
Ebbdl az autofajtabol legaldbb annyit kell eladnia, amennyivel a nyereség elGszor nagyobb vagy egyenls a 2004-es
nyereségnél. Ez a szam:

10,5142
: = 146,030 55. ..
0,072 ’
miatt 147.
4. Az r és az R sugari korok kivilrél érintik eqgymdst, és r < R. Kézds kiilsd érintdik szége o.
R
a) Mennyi —, ha o = 60°% (5 pont)
r
R 5
b) Mennyi o, ha — = 3 ? (5 pont)
r
¢) Mennyi annak a négyszognek a terilete, amelynek két csicsa a korok kozéppontja, tovdabbi két csicsa pedig az
eqyik kozos kiilsd érintén levé két érintési pont, ha R =15 ésr =37 (5 pont)

Megoldas. a) A c¢) részben emlitett négyszogben az egyik szarral parhuzamosan és a masik szar végpontjan at
htzott egyenes olyan O B102 derékszogt haromszoget jelol ki, amelybdl
R—r 1

=sin30° = —.
Ty, o om 5

Ebbasl B =3.
r

b) A fenti egyenletet kissé atrendezve:

=
I
—
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=
_|_
o
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1
Ebbdsl sin% =7 igy a keresett érték: o ~ 29°.

¢) A kérdéses négyszog olyan derékszogi trapéz, amelynek alapjai R és r, az ezekre mersleges szar a mar emlitett
derékszogli haromszogbdl Pitagorasz tételével szamithato:

m=/(R+1)* = (R—1)> = 2VERr,

A keresett teriilet az adott sugarértékekkel:

9+3
% -2v5 -3 = 8v15 =~ 30,98.



II. rész

5. A H halmaz a 2005-nél nem nagyobb pozitiv egész szamok halmazdnak olyan részhalmaza, hogy tetszdleges két
elemének 0sszege nem oszthato hdarommal. Legfeljebb hdny eleme van ennek o H halmaznak? (14 pont)

Megoldas. Vizsgaljuk a 2005-nél nem nagyobb pozitiv egész szamokat a harommal val6 osztasi maradékaik szerint.

Az olyan szamokbol, amelyeknek az osztasi maradéka 0, csak egy szerepelhet a H halmazban, mert két ilyen szam
Osszege oszthaté harommal.

Ha 1, vagy ha 2 az osztasi maradék, akkor csak az egyik fajta szerepelhet H-ban, mert kiilonboz6 fajtak Osszege
oszthaté harommal. Egy fajtabol viszont akdrmennyi lehet, és a 0 maradékot ado6 szédm is ott lehet kozottiik. A kérdés
most mar csak az, hogy melyik fajtabol van tobb az adott halmazunkban.

2004 oszthato harommal, igy 1-t61 2004-ig ugyanannyi szam ad 1 maradékot, mint ahdny 2 maradékot, és a szamuk
668. Mivel 2005 maradéka 1, azért az 1 maradékot adékat és egy 0 maradékot adot valasztva a H halmazba, maximalis
elemszam érhetd el, és ez a szam 670.

6. Egy dobozban &t piros golyo van.

a) Hdany fehér golydt kell a dobozba tenniink, ha azt akarjuk, hogy ezutin a dobozbdl a golydk kézil egyet véletlen-
szerden kihizva (a golyok kihizdsdnak valdsziniisége megegyezik) a kihizott golyd 0,25 valdszinidséggel piros legyen?
(6 pont)

b) Legaldbb hdny fehér és legaldbb hdny fekete golydt kell a dobozba tenniink (mindegyikbdl legaldbb egyet teszink),
ha azt akarjuk, hogy ezutdan a dobozbol a golydk kozil egyet véletlenszerien kihizva, a kihizott golyd 0,25 valdsziniséggel
ne fekete legyen? (10 pont)

5
Megoldas. a) Ha x darab fehér golyot tesziink a dobozba, akkor 5T a valoszindsége annak, hogy a kihtuzott
x

5
golyo piros lesz. Az 3 = 0,25 egyenlet megoldasa = = 15, tehat a keresett szam 15.
x

b) Ha = darab fehér és y darab fekete golyot tesziink a dobozba, akkor a valészintsége annak, hogy a

S+
S+x+y
kihazott goly6 piros vagy fehér lesz, tehat nem lesz fekete. Az

5
_oFzr 0,25
S+x+y

egyenlet atrendezve (z és y nem negativok, a nevez6 nem 0): y = 3z + 15.
Tehat a keresett szamok: x =1, y = 18.

7. Oldja meg a valds szdmok halmazdn az
log, (22 + 7 —4) < 1

egyenldtlenséget! (16 pont)

Megoldas. Nyilvanvald, hogy a logaritmus alapja miatt csak a pozitiv = értékek johetnek szamitasba. Teljesiilni
kell 2% + 2 — 4 > 0-nak is, ami

x<%(—1—\/ﬁ), valamint x>%(—1+\/ﬁ)

1
esetén igaz. Ez és © > 0 akkor teljesiil, ha x > 5( -1+ \/17).

Ekkor az alapszdm 1-nél nagyobb, és ilyen alapszam esetén a logaritmus pontosan akkor kisebb 1-nél, ha a logarit-
mélandé mennyiség kisebb az alapszamnal, tehat a mi esetiinkben, ha 22 + 2 — 4 < x. Bz —2 < < 2 esetén teljesiil,

1
tehat a feladat megoldasa 3 (\/ﬁ — 1) <z <2

8. Legyen A az a hdromoldali egyenes hasdb, amelynek alaplapja 2 oldalhosszisdgi szabdlyos hdromszog és oldal-
élének hossza is 2. Az eqyik oldallapjinak kozéppontjdin dthaladd, a lapra merdleges egyenes koril forgassuk el az A
testet 90°-kal, és jeloljik A'-vel az elforgatott testet!

Mennyi az AU A test

a) térfogata? (8 pont)

b) felszine? (8 pont)

Megoldas. Konnyii belatni, hogy AN A’ olyan négyoldali egyenes gila, amelynek alapja a kozos oldallap, magas-
sdga a hasab alaplapjanak magassaga.



a) AN A’ terfogata:
2-2-\/5.1:4—‘/§z2,31.
3 3
AU A’ terfogata:

2-¢§-2—4—‘;§=¥%4,62.

b) AU A’ felszinének meghatirozésahoz elegendd azt észrevenni, hogy ez a felszin az A felszinénél a hasab keét

pérhuzamos lapjanak teriiletével nagyobb, mert egy oldallap kozos, két-két oldallap megmaradé része pedig egyiitt
adja ki A két oldallapjat. Tehét a keresett felszin: 3 -4 4+ 4 - /3 ~ 18,93.

9. a) Irja fel azoknak a paraboldknak az egyenletét, amelyek grafikonja a P(1;0) pontban érinti azy = 2 — 2x
egyenletd egyenes grafikonjdt, és tengelye az y tengellyel pirhuzamos! (9 pont)
b) Hol helyezkednek el ezeknek a paraboldknak a csicspontjai? (9 pont)

Megoldas. a) A parabolék egyenletét y = ax® 4 bz + ¢ (a # 0) alakban keressiik. Mivel a parabola illeszkedik a
P(1;0) pontra, 0 =a+ b+ ¢, azaz ¢ = —a — b.

Az adott egyenesnek és ennek a parabolanak csak egy k6zos pontja lehet, ezért a
2—2r=az’+br—a—"b

egyenletnek csak egy gyoke lehet.

A diszkriminénsa:
(b+2)° +4ala+b+2) = (b+2+2a)* =0,

igy b=—2a — 2.
A parabolak egyenlete tehat
y=azr’— (2a+2)x +a+2,

ahol a € R\ {0}.

b) A parabolék csucspontjat a szélsGérték helye és nagysaga alapjan hatarozzuk meg. Helye: a4

1
, hagysaga:

2
1 1 1
a<a+ ) —(2a+2)i+a+2:——.

a a a



1 1
(a # 0, ezt az elején kikotottitk.) A csiucspontok paraméteres egyenlete: © = ot ,y=——.Ezéppenazzr+y=1
a a

egyenleti egyenes, ahol az x # 1, y # 0, tehat a P pont kivételével.
A cstcspontok tehat ezen az egyenesen vannak, és nyilvanvalé (bar ezt nem kérdezte a feladat), hogy az egyenes
pontjai P kivételével cstcspontok.



