1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kévetkezd egyenleteket:
a) (2y—1)(y—1)=0; b) 2%t 3.2 411 =0;
¢) 2sin’z —3sinz +1=0; d) 2-logiz —log, x> +1=0.
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Megoldas. a) y1 = 3 2= 1.

1
b) Legyen 2* = y. Ekkor 2% = 5 vagy 2" =1;21 =—1, 22 = 0.
. . 1 . T o1 T
¢) Legyen sinz = y. Ekkor sinz = 3 vagy sinz = 1; 21, = 3 +2nm, xo ) = 3 + 2km, 3. = ) + 2mm, ahol
n,k,m € Z.
1

d) Legyen log, z = y. Ekkor log, z = 3 vagy logyx =1; 21 = V2, 29 = 2.
2. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kévetkezd egyenldtlenségeket:

a) 2y° —3y+1>0; by 2%+l _3.27 1 1>0;

¢) 2sin’x —3sinz+ 1 < 0; d) 2-logsz —logyx® +1> 0.

Megoldas. a) y < % vagy y > 1.

b)2m<%Vagy2z>1;x<—1vagyx>0.

c) % <sinz < 1; %+2k7r<;v< g+2k7rvagy g+2k7r<x< 5%—}—21%.

d) logy x < % vagy log,z > 1; 0 < = < v/2 vagy 2 < .

3. Egy egyenld szdri derékszogd hdromszig egyik befogdjinak végpontjai: A(—2;3) és B(1;2). Szamitsuk ki a hd-
romszog harmadik csicspontjanak koordindtdit.

Megoldas. A feltételeknek négy egyenld szart derékszogt haromszog felel meg. Allitsunk az AB szakasz két
kiillonb6zs partjara 1-1 négyzetet, ABC' D-t és ABC1D;-et. A negyedik csucs a C, D, Cy, D1 pontok barmelyike lehet.
A feladatot a vektorszerkesztés modszerével oldhatjuk meg (természetesen mas moédokon is). Most AB = (3; —1), igy
BC = AD = (1;3) & BC, = 4D, - A 50° i
BC = AD = (1;3) és BCy; = AD; = (—1;—3), hiszen ezek a vektorok az AB 90°-os elforgatottjai. Ekkor

OC = 0B + BC = (1;2) + (1;3) = (2:5),
OC; = OB + BCy = (1;2) + (=1;-3) = (0;-1),
OD = OA + AD = (=2;3) + (1;3) = (~1;6),
OD; = OA + AD; = (~2;3) + (=1, -3) = (—3;0).
A harmadik csticspontok: C(2;5), C1(0;—1), D(—1;6), D1(—3;0).
4. Szamitsuk ki p és q értékét, ha az x* + px + q = 0 egyenlet egyik gyoke 2, a mdsik gyoke pedig az egyenlet

diszkriminansdnak hdromszorosa.

Megoldas. Mivel 1 = 2, x5 = 3D, azért az egyenlet 2% — (2 4+ 3D)z + 6D = 0 alakban irhat6 és igy

D = (2+3D)* — 24D.
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5. Az ABC hdromszigben AC = 10, BC =15 és ACB< = 60°.
a) Mekkora annak a félkornek a sugara, amelynek dtmérdje az AB oldalra esik, és érinti a mdsik két oldalt?
b) Mekkora annak a kirnek a sugara, amely érinti az elébbi félkort, valamint az AC és BC' oldalakat?

Megoldas. Legyen a félkor sugara r, a keresett kor sugara x. A félkor kozéppontjat jelolje O, a kor kdzéppontjat
O, a félkor és a kor érintési pontjat E. A kor, illetve a félkor az AC és a BC oldalt az E; és Fs, illetve Fy és F5 pontban
érinti. A C, O1, E és O pontok az ACB szog szogfelezGjére illeszkednek. Az F1CO;< = 30°, az E101C haromszog
derékszogl, mint az FyOC haromszog is. O1E; =z, O1C =2z, OFy =r, OC = 2r, OC = OF + EC = r + 3z, tehat
2r =r+ 3z, r = 3z. Az ABC haromszog teriilete
10-15-sin60°  75v/3 10r  15r  25r

5 5 masrészt, 7 + 7 = T,

egyrészt



igy a félkor sugara r = 3v/3, a kor sugara © = V/3.

6. Egy szamtani sorozat differencidja ;, az elsd n tag dsszege g, az elsé (n + 3) tag dsszege % Szamitsuk ki n
értékét és a sorozat elsd tagjdt.
44
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Megoldas. A feltételbdl kovetkezik, hogy ant1 + any2 + Gnig = , azaz 3apt4o = 12, apyo = 4; igy

wl oo

2
4:a1+(n+1)-§,3a1+2n:10.
n

& (2a1+(n—1)-§>:

amibél n(6a; +2n — 2) = 16, s mivel 3a; = 10 — 2n, azért n® — 9n +8 = 0. Ha n = 8, akkor a; = —2, ha n = 1, akkor
a feltételek nem teljesiilnek.
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(z+5)° — (x—5)

(22 4+ 5)° + (22 — 5)
legkisebb értékét, valamint azokat az x értékeket, ahol ezeket a fiiggvény felveszi.

7. Tekintsik az f: R - R, z — f(z) = fiiggvényt. Szamitsuk ki a fiigguény legnagyobb és
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Megoldas. Az f(z) kifejezés minden valds a-re értelmezett. Azonos atalakitasokkal f(z) = 427_5025 Az f fligg-
x
. 10(—x)
vény paratlan, hiszen f(—z) = ——— = — f(«x).
y P f(==) s f(x)

Ismeretes, hogy ha A > 0 és B > 0, akkor A 4+ B > 2V AB, és az egyenl6ség pontosan A = B esetén &ll fenn.

Ha x > 0, akkor f(z) > 0és f(z) = tehat a szamlalo pozitiv allando, a nevezd pozitiv, igy f(x) akkor a

4o+ 257
legnagyobb, amikor a nevezd a legkisebb. Most

25 / 25 10 1
doe+ — >2 /4 — =2 ha < =Z
T - T - 0, tehat f(x) 20 " 2

25
és az egyenl6ség 4x = — (x > 0) esetén &ll fenn, azaz x =
x
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Ha 2 < 0, akkor f(x) < 0 és f(x) > —3 egyenlGség © = —3 esetén all fenn. Igy —3 < flx) <
1 ) 1 )
(—5) 2T =—g helyen, a maximumot (§> T =g helyen veszi fel a fiiggvény.

8. Az ABCD konvex négyszig AC' és BD dtloinak metszéspontja K. Az ABK, BCK, CDK és a DAK hdromszo-
gek terilete rendre t1, ta, ts és ty. Igazoljuk, hogy a négyszog AB és DC oldalai pontosan akkor (akkor és csak akkor)

pdarhuzamosak, ha a négyszog T teriilete T = (\/E + \/5)2

Megoldas. A t; és to, illetve a t3 és ty teriiletd haromszogek egy-egy magassaga megegyezik, igy % = i—j,
tits = toty.

Ha AB és DC parhuzamosak (azaz a négyszog trapéz), akkor t; + to = t1 + t4, to = t4; a négyszog teriilete
T =ty +ty+ts+ta =1t +ts+ 2t és trts = 13, Virls = to, T =ty + t3 + 2vTals = (Vi + V03 )"

Legyen T = (vt + \/5)2, ekkor t; + t3 + 2v/t1t3 = t1 + to + t3 + tg, 2v/tits = to + ty, de titz = toty, igy
to+ts — 2V/Eats = 0, (V2 — Vi1)® = 0, amibl o = t,.

Igy t1 +to = t1 + t4, a k6z06s AB oldala ABC és ABD haromszogek teriilete egyenld, az AB oldalhoz tartozo
magassag is egyenls, azaz a D és a C pontok az AB oldaltél egyenld tavolsagra vannak, tehat AB parhuzamos C D-vel.



