Feladatmegoldasnal, vagy matematikai irodalom olvasdsakor hasznos lehet egy konnyen hasznalhato, kéznél 1évé
matematikai fogalom- és tételgydjtemény. Egy ilyen kislexikon &sszeallitasara tesziink most kisérletet. Javasoljuk, hogy
az Olvasé igényei, izlése és tudasa alapjan egészitse ki, és igy személyre szabott gytjtemény birtokdba juthat.

A kislexikonnal kapcsolatos minden kiegészitést, javitast szivesen latunk.

*
1. definicié: Az A és B halmaz Descartes-féle szorzatinak (A x B) nevezzik azt a halmazt, amely az Osszes olyan
(z;y) parbol all, amelyre € A; y € B. Hasonloan definidlhat6 t6bb halmaz Descartes-szorzata is.

1. tétel (skatulya-elv vagy Dirichlet-elv): Ha egy n elemd halmaz k részhalmaz egyesitéseként all el6, akkor egyikiiknek
legalabb % eleme van. Ezt a tételt leggyakrabban abban az esetben hasznaljuk, amikor £ < n és a részhalmazok

paronként diszjunktak (nincs kozos résziik).
2. tétel (a teljes indukceio elve): Az U(n) allitasokra (n = 1,2,...) teljesiilnek a kovetkezok:

— az U(1) allitas igaz

— minden n € N esetén abbol, hogy U(1),...,U(n) igaz, kovetkezik, hogy U(n + 1) is igaz.
Ekkor az U(n) allitas igaz minden n € N esetén.

A tovabbiakban f: A — B olyan f fiiggvényt jelol, amelynek értelmezési tartomanya az A halmaz, értékkészlete
pedig a B halmaz.

2. definicié: Adott egy f: A — B fiiggvény. A g: B — A fiiggvényt az f fliggvény inverzének nevezziik (jelolése:
g = 1), ha teljesiilnek az alabbiak: g(f(:zc)) = f(g(y)) =y;x € Ay € B.

3. tétel: Az f: A — B fliggvénynek pontosan akkor létezik inverz fiiggvénye, ha minden y € B-hez taladlhatéd olyan
x € A, amire f(z) =y, tovabba az A barmely két kiillonb6z8 1 és x2 elemére f(x1) és f(x2) is kiilonbozsk.

3. definicié: Az f: A — Bésag: B — C flggvények kompozicidjanak (0sszetett fiigguény) nevezziikk azt a h: A — C
fiiggvényt, amelyre h(z) = g(f(z)); z € A.

Hasonlo médon definidlhato az

fii A1 = Agy for Ao = Az L. fai Ap = An

fiiggvények kompozicioja is. Az f: A — A fiiggvény n-szeres kompoziciojaként adodo fiiggvenyt f™)-nel jeldljiik. Igy
az f: R — R fiiggvény esetén az

7@ = (S @) )

Osszetett fiiggvény, vagy az f ' (z) inverz fiiggvény nem tévesztendd Sssze azzal a fiiggvénnyel, amelynek értéke minden
z esetén (f(z))", illetve (f(:z:))f1

4. definicié: Az f: A — R fliggvényt
— feliilrdl korldtosnak nevezzik, ha létezik olyan M € R, hogy Va € A esetén f(z) < M.
— alulrol korldtosnak nevezzik, ha létezik olyan m € R, hogy Vax € A esetén f(x) > m.

Ha az f: A — R fiiggvény alulrdl és feliilrdl is korlatos, akkor korlatos fliggvénynek nevezziik.

5. definicié: Legyen A C R (altalaban egy intervallum) és f: A — R egy fiiggvény. Ha barmely A-beli z1 < x2
szamparra teljesiil, hogy

- f(x1) < f(x2), akkor f szigordan monoton novekvé az A halmazon;
— f(x1) > f(x2), akkor f szigordan monoton csokkend az A halmazon;
— f(z1) < f(x2), akkor f monoton névekvd (nemcsékkend) az A halmazon;
— f(z1) > f(x2), akkor f monoton csokkend (nemndévekvd) az A halmazon.



Az f: A — R fiiggvények, ahol A C R, speciélis esetekben szamsorozatokat alkothatnak. Ilyen példaul az a: N — R,
vagy a: Z* — R hozzarendelés, amelyek értékeit a,-nel jeloljiik. A 4. és 5. definicié alapjan igy beszélhetiink korlatos;
alulrél, feliilrsl korlatos; novekvs, csokkens, nemnovekvs, nemesokkend; monoton és szigortiian monoton sorozatokrol.

*
4. tétel: Minden a,b € R és n € N esetén teljesiilnek az alabbi egyenl&ségek:
a"tt =yt = (a—b)(a"+a" b+ Fa b D)
a4 b = (a+b)(a®" —a® T b4 —a BT 077

a®" =" =(a+b)(a® T —a* 2 b4 . Ha bR

/2 _ /a2 _
\/aj:\/l;—\/CH—; bj:\/a ; b; ha a>Vb b>0.

*
5. tétel (Bernoulli-féle egyenl6tlenség): Minden a,b € R esetén, ha a > —1; a # 0; b # 0; b # 1; teljesiil, hogy
(1+a)’<14ab, ha 0<b<l

(1+a)’>1+4ab, ha b¢l0;1].

6. definicié: Az aj,as,...,a, € R szamok szdmtani (aritmetikai) kizepének az
a;+as+...+a
An _ 1 2 n
n
szamot nevezziik.
Az ay,aq,...,a, nemnegativ valos szamok mértani (geometriai) kizepe:
G, = a1 -as-... ay.
Az ay,a9,...,ay, pozitiv szdmok harmonikus kézepe:
n
Hy =~ 1 T
Az ay,aq,...,a, valos szamok négyzetes (kvadratikus) kézepe:
2 2
aj+...+a
Qn =1 21—
n
6. tétel (a kozepek kozti egyenlStlenségek): Pozitiv a1, ag, . .., ay, szamok esetén H,, < G, < A,, < Q,. Ha az n szam

kozott vannak kiilonbozok, akkor mindeniitt hatarozott egyenlStlenség all. Ha az n szam kozott elfordul a nulla is,
akkor H,, nem értelmes, a G,, < A,, < @, egyenlGtlenség viszont tovabbra is fennall.

Kiegészités: Definidlhat6 a k-adik hatvdnykdzép is, ahol k tetszSleges 0-t6l kiilonbozs valds szém:

wjak+ .. +ak
n

AR —

n

Lathato, hogy AV = A,; A® = Q,; AV = H,. Belathato, hogy lim AR = G, Az is teljesiil, hogy ki < ko esetén
—
Ak < Ak2) tovabba, klim A®) = max (a;) és i lim A% = min (a;). Ily modon min (a;) < A% < max (a;).
—00 ——00

Beszélhetiink sulyozott hatvanykozepekrol is:

3

AR _ pra¥ + ...+ ppak
" P1t...+Pn



ahol p; > 0. Legyen G/, = Prt=ten)[qPrgl> . . gPr Ekkor G, < AW

1 n
7. tétel: Az (1 + ﬁ) sorozat (n € N) monoton novekvd, és létezik egy legkisebb e-vel jelolt korlat, amelyre fennall,

1 n
hogy <1 + —) < e minden n € N esetén.
n

Az e’ alapu logaritmust természetes alaptnak nevezziik és In-nel jeloljik: lnz = log, x.

7. definicié: Az elGjelfliggvényt a kovetkezSképpen definidljuk (,szignum” fliggvény):

1, ha z>0,
sign (z) = sgn (z) = 0, ha z=0,
—1, ha x<0.

8. definicio: Az x szam egész részének a legnagyobb olyan egész szdmot nevezziik, amely z-nél nem nagyobb, és ezt
[x]-szel jeloljik (ily modon z — 1 < [z] < x). Az x tértrészére pedig: {z} = x — [z] (tehat 0 < {z} < 1).

8. tétel: Az egészrészfiiggvény nemcsokkend fliggvény, a tortrész pedig periodikus fliggvény, amelynek 1 a periddusa.

*

9. definicié: Legyen adva a és b, két egész szam, ahol b # 0. A g € Z és az r € {0;1;...;|b| — 1} szamokat az a : b
maradékos osztas hdanyadosdnak, illetve maradékanak nevezziik, ha teljesiil, hogy a = ¢b + r. Ha r = 0, akkor azt
mondjuk, hogy b osztja az a-t, vagy mésképpen, az a szam a b tObbszordse, illetve az a-nak b az osztoja (jelolés: b | a).

10. definicid: Az a1, ag, . . ., ay nem 0 egész szamok legkisebb kizds tobbszérdsének azt a legkisebb pozitiv egész szamot
nevezziik, amely a szamok mindegyikének tobbszorose (jelolése [a1;as;. . . ;an]).

11. definicié: Az aq,. .., a, egészek legnagyobb kiézos osztdja (a szamok nem mind 0-k) az a legnagyobb természetes
szam, amely a szamok mindegyikének osztoja (jelolése: (a;az;...;an)).

9. tétel: Minden a, b természetes szam esetén (a;b) - [a;b] = a - b.
12. definicié: Az a és b egészeket relativ primeknek nevezzik, ha (a;b) = 1.

Kiegészités: Szamok legnagyobb kozos osztojara teljesiil, hogy tobbszorose minden kozos osztonak. Hasonld tulaj-
donsaggal rendelkezik a szamok legkisebb kdzos tObbszordse: osztdja valamennyi kdzos tobbszordosnek. Két pozitiv
egész legnagyobb k6zos osztojat az un. euklideszi algoritmus segitségével (is) megkaphatjuk:

a =bqi + r1; 0<ry <b,

b=riqs + ro; 0<ry <1y,

T = r2q3 + r3; 0 <r3 <y,
Tn—2 = Tn—1qn + Tn; 0< Tn < Tn—1,
Tn—1 = T"ndn+1; (Tn-i-l = 0)

Ekkor r,, a legnagyobb k6zos oszto.

A szamok primtényezés felbontasabol is megkaphato a legnagyobb k6zos oszto és a legkisebb k6zos tobbszoros.

Legyen a = p{ipS? - ...« pony b :p:flp§2 . ,p2n7 ahol 0 < a;; 0 < ;. Ekkor
(a; b) _ pllnin (a13B1) | L. .pgin(an;ﬁn) és [CL; b] — pl;nax (a1381) o .pgax (an;ﬁn)'

Ez az alak t6bb szamra is kiterjeszthetd.

13. definici6: Legyenek adottak az a, b, m egészek, m > 1. Az a szdmot kongruensnek mondjuk b-vel az m modulusra

nézve (a = b (mod m); olvasva: a kongruens b modulé m), ha m | (a — b). Ellenkez8 esetben az a nem kongruens b-vel
(a £ b (mod m)).

10. tétel: Adottak az a, b, ¢, d, m, k egészek, ahol k > 0; m > 1. Ekkor fennéllnak:
a) ha a=b (mod m) és b = ¢ (mod m), akkor a = ¢ (mod m).
b) haa =b (mod m) és ¢ =d (mod m), akkor a +c=b+d (mod m) ésa-c="b-d (mod m).

¢) ha a =b (mod m), akkor minden természetes n-re " = b" (mod m).



d) ha a =b (mod m), akkor ak = bk (mod mk).

e) haa=b (mod m) és k| a; k| b; k| m; akkor

(mod ().

11. tétel: Minden a, b egész és n természetes szamra fennall:

a) a—b|a™—0d".

o> o

a
k

b) a+b | a2n71+b2n71‘
¢) a+b|a* —p*".

Ezek az oszthatdsagok a 4., illetve a 10.c. tételekbdl is kovetkeznek.

Legyen az m tetsz6leges, 2-nél nagyobb egész. Az egész szamok m-mel osztva maradékul a 0,1,...,m — 1 szé-
mok koziil pontosan az egyiket adhatjak. Egy adott egész szam hatvanyai nem feltétleniil adjak ki ezen maradékok
mindegyikét.

12. tétel: Az m modulusra nézve (3 < m < 10) az egész szamok n. hatvanyai (2 < n < 5) pontosan az alabbi
tablazatban kozolt maradékokat adhatjak:

m \ n 2 3 4 5
3 0;1 0;1;2 0;1 0;1;2
4 0;1 0;1; 3 0;1 0;1;3
5 0;1;4 0;1;2;3;4 0;1 04
6 0;1;3;4 0;1;2;3;4;,5]0;1;3;4 | 0-5
7 0;1;2;4 0;1;6 0;1;2;4 | 0-6
8 0;1;4 0;1;3;5;, 7 0;1 0;1;3;,5, 7
9 0;1;4;7 0;1;8 0;1;4;,7 | 0;1;2;4;5;,7; 8
10 0;1;4;5;6;9 | 0-9 0;1;5;6 | 0-9

A pozitiv egészeket altalaban a tizes szamrendszerben irjuk fel. Ezen felirasnak létezik a kovetkezd altalédnositésa.
14. definicié: Az n € N szam g alapt szamrendszerbeli alakja (g € N; g > 1) a1 mg, ha fennall: n = a; - g™ +
az - 9" %4+ ... 4+ am_1- g+ an; ahol az a; szamok g-nél kisebb nemnegativ egészek és a; # 0.

13. tétel: Minden 1-nél nagyobb természetes g esetén minden n-re egyértelmien létezik ez a feliras.

14. tétel: Minden pozitiv egész szam kongruens a tizes szamrendszerbeli felirdsaban szerepls szamjegyeinek osszegével
mod 9 (ez (g — 1)-re is igaz, ¢ alapu felirassal).

n!

m szamot jeloli, ahol
e (n—k)!

15. definicié: Legyen m,n € Z; n > m > 0. Az (Z) binomidlis egyiitthato az

nl — 1-2-...-n, ha neN,
1, ha n=0.

15. tétel: Minden pozitiv m, n egész esetén teljesiilnek az aldbbiak:

n n
= = 1.
o (o) = ()=
n n
b = h >k>0;
(-0 meiee
n n—1 n—1
c) (k:) = (k—1>+( i ), han >k > 0.
16. tétel (binomialis tétel): Minden a,b € R és n € N esetén

n_ (T oM n o ,n—1 n . n—kpk n X
(a+0) —(0) a +(1) a b—l—...—i—(k) a™"b —l—...—i—(n) b".

Ebbdl kovetkeznek az alabbiak:
17. tétel:



a) n + n NI " Z 2" a = b =1 helyettesitéssel;
0 1 n

n n n nfM . o _ P
b) (O) - <1> + <2> +...+(-1) (n) =0; a =1, b = —1 helyettesitéssel.

16. definicié: Azon 1-nél nagyobb természetes szamokat, amelyeknek az 1-en és 6nmagukon kiviil nincs mas pozitiv
egész osztoja, primszdmoknak (torzsszdmoknak) nevezziik. A t6bbi 1-nél nagyobb egészt dsszetett szamnak hivjuk. Az
1 nem prim és nem is Osszetett.

Kiegészités: Bizonyithato, hogy egy p > 1 egész pontosan akkor prim, ha minden a, b egészre abbol, hogy p | ab,
kovetkezik, hogy p | a vagy p | b.

18. tétel (a szamelmeélet alaptétele): Minden Osszetett szam felirhaté néhany, nem feltétleniil kiilonb6z6 primszam
szorzataként, ahol ez a feliras a sorrendtdl eltekintve egyértelmi (egytényezss szorzatokat is elfogadva, ez a primekre
is igaz).

19. tétel: Végtelen sok primszam van.

20. tétel (Legendre-féle formula): Az n! primtényezss felbontasaban a p primszam kitev§jének értéke:

[ngghﬂ;p...

(nagy k esetén [ﬁk] =0).
p
A kovetkezd harom tétel a relativ prim szamparok tulajdonségairol szol.
21. tétel: Legyenek a, b, c egészek és ¢ # 0. Ekkor, ha ¢ | ab és (b;c) = 1, akkor ¢ | a.

22. tétel: Legyenek a, b, ¢, m termeészetes szamok. Ekkor ha a - b = ¢ és (a;b) = 1, akkor a = a]* és b = b]" alaka,
ahol a1,b; € Nés a; - by =¢; (ar;b1) = 1.

23. tétel (kinai maradéktétel): Legyenek adottak az mq,mo, ..., my 0-t6l kiilonboz6, paronként relativ prim egész
szamok. Ekkor minden ay, ag, ..., a; egészekbdl allo6 k-ashoz 1étezik olyan = egész szam, amely ¢ = 1,2,..., k esetén
kielégiti az * = a; (mod m;) kongruencia-rendszert. A kongruenciarendszer megoldasai éppen az x+mn-mq-mag-...-my
alaki szamok, ahol n egész.

24. tétel: Ha a és b egészek, amelyek nem mindegyike 0, akkor léteznek olyan p, ¢ egészek, amelyekre (a;b) = a-p+b-q.

25. tétel (a kis Fermat-tétel): Ha a p primszam nem osztdja az a szamnak, akkor p | a?~ !t —1.
A tételt igy is fogalmazhatjuk:
26. tétel: Legyen p primszam. Ekkor minden a egész szam esetén o = a (mod p).

Kiegészités: Jelolje p(n) az n-nél kisebb, n-hez relativ prim szamok szamat. Ha n primtényez6s felbontéasa p{* - p5? -

>k alaku, akkor
ny=n-(1—-—)-(1—-—]-...-[1=——].
4 n b2 Pk

DR
Legyen (a;n) = 1. Ekkor a®™ =1 (mod n). (Euler-tétel)

*
27. tétel (Bolzano tétele): Ha az f: [a;b] — R fiiggvény folytonos az [a; b] intervallumban, akkor f minden f(a) és
f(b) kozotti értéket felvesz.
Ennek speciélis esete a kovetkezs tétel:

28. tétel: Ha az f: [a;b] — R fliggvény folytonos [a;b]-ben és a végpontjaiban felvett fiiggvényértékek elGjele kiilon-
boz6, akkor van olyan ¢ € (a;b), amire f(c) = 0 teljesiil.

29. tétel (Weierstrass tétele): Ha egy [a; b]-n értelmezett f valosérteki fiiggvény folytonos [a; b]-n, akkor 3 ¢, d € [a; b],
hogy V z € [a;b]-re f(c) < f(z) < f(d).

30. tétel: Zart intervallumon folytonos fiiggvény korlatos.



31. tétel: Legyen f: I — R differencidlhaté az I intervallumon. Az f fliggvény akkor és csak akkor nemcstkkend
(megfelelen: nemnovekvs), ha V o € I-re f'(x) > 0 (megfelelsen: f/(x) < 0). HaV z € I-re f'(x) > 0 (megfelelGen:
f'(x) < 0), akkor az f fiiggvény ndvekvs (megfelelen: csokkend).

17. definicié: Az f: I — R fiiggvényt konvexnek nevezziik I-n, ha tetszéleges x,y € I és « € [0;1] valds szamokra
flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y). Az f: I — R konkdv, ha g(z) = —f(z) konvex.

32. tétel: Legyen f: I — R kétszer differencialhaté az I-n. Az f fliggvény akkor és csak akkor konvex (megfelelGen:
konkav) az I intervallumon, ha V x € I-re f”(x) > 0 (megfelelGen: f”(z) <0).

33. tétel (Lagrange tétele): Legyen f: [a;b] — R az [a; b]-n folytonos és a belsejében differencialhato fliiggvény. Ekkor
f(0) = f(a)

b—a
34. tétel (Rolle tétele): Legyen f: [a;b] — R az [a;b]-n folytonos és a belsejében differencidlhato fliggvény, amelyre
f(a) = f(b). Ekkor 3 ¢ € (a;b), amelyre f'(c) = 0.

Jc € (a;b), amelyre f'(c) =

*

18. definicié: Komplex szdmok C halmazanak nevezziik a valés szdmokbol allo rendezett parok halmazat, amelyen
az Osszeadas és szorzas miveletét a kovetkezs alakban adjuk meg:

(a;b) + (¢;d) = (a+¢; b+ d)
(a;b) - (¢;d) = (ac — bd; ad + be).
A komplex szamokat rendszerint z = a + b - i alakban irjuk, ahol a és b valos szamok, és i> = —1. Az a szamot a z
komplex szam wvalds, a b-t pedig a z képzetes részének nevezzik.
19. definicio: A z = a + b - i komplex szam abszolit értéke |z| = Va2 + b2

35. tétel: Tetszbleges z,w € C-re
2w = [2] - [w].

36. tétel (haromszog-egyenldtlenség): Tetsz6leges z, w € C-re

2+ w| < 2] + [w].

20. definici6é: A nem nulla z = a + b - i komplex szdm argumentuma az a ¢ sz0g, amely teljesiti a kovetkez6ket:
b
cosp = 2, sinp = —, ahol r = |z], — < ¢ < 7 (jelblése ¢ = arg z).
r r
37. tétel (a komplex szam trigonometrikus alakja): Tetsz6leges nem nulla z = a + b - i komplex szam felirhato
z =r(cosp + i - sin ) alakban, ahol r = |z|, ¢ = arg 2.
21. definicié: A Z = a — b - ¢ komplex szadmot a z = a + b - i komplex szam konjugdltjinak nevezzik.

A komplex szamokat abrazolhatjuk a sik pontjaiként is, az abszcissza a komplex szam valds, az ordinata a képzetes
része. A koordinatasikon a komplex szam tiikorképe a valos tengelyre a komplex szam konjugéltja.

38. tétel: Tetszbleges z,w € C-re: [Z| = |2|, 22 = |z|2, z+w=Z+4+w,zZ -w=Zw, ha z # 0, akkor arg z = — argz.
39. tétel: Hoz=a+b-iésw=c+d-i, z,w € C, akkor

z a+b-i z-w ac+bd cb—ad

wooctdi |jwf? At toare "

40. tétel: A trigonometrikus alakban megadott komplex szdmokra
(rl (cospr +1 - sin cpl)) (Tg(cos P2 + 1 - sin cpz)) =

:7"1'7”2(COS(</71 + @2) + i - sin (o1 +902))7

r1(cos 1 + i - sin ) _n B L B
ra(cos o +i-sings) 1o (COS (1= p2) i -sin (91 = 2).



41. tétel (de Moivre tétele): [r(cosp +i - sin gp)}" = r"(cosny + i - sinny).
42. tétel: Nem nulla z € C ésn € N-re a 2" = 1 egyenletnek n kiilonb6z6 megoldasa van a komplex szdmok halmazan:

21k 2k
:EkZCOSL+i-SiHL, ke{0,1,...,n—1}.
n n

Ezek az dgynevezett n-edik egységgyokok.

*

22. definicié: Polinomnak nevezziik az olyan valés vagy komplex argumentum fliggvényt, amely felirhaté a kovetkezs
alakban:
P(z) = ana" + ap_12" ' + ... + a1z + ao,

ahol n € N*, ag,a1,...,a, € C. Han > 1, akkor a,, # 0. Ekkor az n szdmot a P(z) polinom fokszdmdnak nevezziik
és deg P-vel jeloljiik.

Kiegészités: Ha n = 0, azaz P(z) = ag, ahol ag # 0, akkor deg P = 0. Ha P(x) = 0 minden z-re, akkor P(x)-et
zéruspolinomnak nevezziik, és a fokszaméat —oo-nek értelmezziik. Ha P(z) nem zéruspolinom, akkor a legmagasabb
foku tag egyiitthatojat a P(x) féegyitthatdjinak nevezzik.

43. tétel: Legyen P(x) = apa™ + ... 4+ ag és Q(x) = bpx™ + ... + by két polinom. P(x) = Q(z) akkor és csak akkor
teljesiil minden z-re, han =m ésa; =b; Vi € {0,1,...,n}-re.

44. tétel: Legyenek P(z), Q(x) tetszSleges polinomok,
a) haT(xz) = P(x)+Q(x), akkor deg T' < max (deg P; deg Q) és ha deg P # deg @, akkor deg T' = max (deg P; deg @),
b) ha W(z) = P(z) - Q(x) és ha P(x) £ 0 és Q(z) £ 0, akkor W(x) # 0 és degW = deg P + deg Q.

45. tétel: Legyen adva két tetszdleges polinom, P(z) és Q(x) tgy, hogy deg @ > 0. Ekkor léteznek olyan S(x) és R(z)

polinomok, amelyekre
P(x) = S(z)-Q(z) + R(x) és degR < degQ.

46. tétel: Ha az el6z6 tételben P és @ valds egyiitthatdsak, akkor R és S is azok. Ha P és @ racionélis egyiitthatosak,
akkor R és S is azok. Ha P és @) egész egyiitthatds volt, tovabba @ féegyiitthatdja +1 vagy —1, akkor S és R is egész
egyiitthatos polinomok.

47. tétel (Bezout tétele): P(x) és x — xo osztési maradéka P(x).
48. tétel: © — xg akkor és csak akkor osztja P(z)-et, ha zy gyoke a P(z) polinomnak, azaz P(xg) = 0.
49. tétel (algebra alaptétele): Tetsz6leges n-edfokt polinomnak n komplex gyoke van, multiplicitassal szamolva.

50. tétel: Ha két legfeljebb n-edfokd polinom n+1 kiilonb6z6 helyen ugyanazt az értéket veszi fel, akkor a két polinom
egyenld.

51. tétel: Tetszoleges P(x) felirhato P(zr) = an(x—x1) ...  (x —x,) alakban, ahol a,, a fGegyiitthato és x1, za,..., 2y
a polinom (komplex) gyokei.

52. tétel: Q(z) akkor és csak akkor osztja P(z)-et, ha Q(z) minden gytke P(z)-nek is gySke és nem kisebb multipli-
citassal.

53. tétel (Viéte tétele)] Legyenek x1, o, ..., 2, gyokel a
P(z) = apa"™ + an_12" ' 4+ ... +ao

polinomnak. Ekkor teljesiilnek a kovetkezd egyenlGségek:

an—1
1 +xro+...+x,y = — ,
Qn
An—2
T1x2 + 2123+ ...+ Tp_12y = R
an
an—3
T1T2%3 + T122T4 + ... + Tpn—2Tp—1Tn = — )
Qn
n @0
T1Xg Ty = (—1)" —.
an




54. tétel: Ha az 1, . .., z, € C szamok teljesitik a fenti egyenletrendszert, akkor gyokei a P(z) = anz™ +...+a1z+ap
polinomnak.

55. tétel: Ha P(x) valos egyiitthatos polinom és a nem nulla képzetes résszel rendelkezd z komplex szam ennek gyoke,

akkor % is gyoke P(z)-nek a megfelels multiplicitdssal. P(z) tehat oszthato (z — 2)" - (z — 2)* = (2 —2zRez+ |z|2)k—

nal, ahol Re z a z val6s része.

56. tétel: Tetszbleges valos egyiitthatos n-edfoktt P(x) polinom a tényezék sorrendjétdl eltekintve egyértelmien all
el
P(z) = ap(x — :El)kl R xm)kn (@242 e)t (@ 2+ )"

alakban, ahol a, a P(z) f6egyiitthatoja, m,l > 0, x1,...,2,m € R a P(z) valos gyokei a megfelels multiplicitassal,
bl,...,bl,cl,...,Cl € R és az
a:2—|—2b133—|—cl, ceey 2+ 20 + ¢

polinomoknak nincs valos gydke (b3 < ci, ..., b7 < ¢).
57. tétel: Ha (p;q) = 1 és b gyoke az a,x™ + ...+ ag egész egyiitthatds polinomnak, akkor p | ag, ¢ | an-
q

58. tétel: Az egész egyiitthatos P(z) = 2™ +...4+ a1z + ap polinom minden valds gyoke vagy egész, vagy irracionalis.

59. tétel: Ha a,n € N, akkor {/a vagy egész, vagy irracionalis.

60. tétel (Lagrange interpoléacios formuldja): Legyenek adottak a kiilonbo6zs by, ..., b, € C szamok és a tetszGleges
€o,C1, . .-, cn € C szamok. Ekkor egyetlen P(x) polinom létezik, amely n-nél nem nagyobb foku és teljesiil réd, hogy:
P(bo) = Co, P(bl) = (1, ey P(bn)zcn

Ezt a polinomot megadhatjuk az alabbi alakban:

- T —b;
P@)=> e [ 7—%
i=0  0<j<n ¢ J

j#i

61. tétel: Legyen adva a P(z) = a,z" + ... + a17 + agp polinom, akkor P(0) = ag, P'(0) = a1, P"(0) = 2as, ...,
P"(0) = nla,. A polinom ekkor felirhaté a kovetkezs alakban:

/ 7 (n)
cHC) PRI S COPE IS it C)

0! 1! 2! n!

z".

*

62. tétel (haromszog egyenlGtlenség): Tetszoleges (sikbeli) A, B, C' pontokra
AB < AC + BC.

Egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiil, amikor C' az AB szakaszon van, illetve ha mindharom pont egybeesik.

23. definicié: Egy (sikbeli) ponthalmaz démérdjén a ponthalmaz két egyméastol legtavolabbi pontjanak a tavolsagat
értjik. (Itt feltessziik, hogy ilyen pontpar létezik.)

24. definicié: Egy ponthalmaz konver, ha tetszbleges két pontja altal meghatarozott szakasz benne van a ponthal-
mazban.

Ezentul sokszog alatt tetszoleges (nem feltétleniil konvex) sokszoget értiink. Ha konvex sokszogekrsl van sz6, akkor
ezt jelezziik.

63. tétel: Tetszbleges n-szog (n > 3) szogeinek osszege (n — 2) - 180°.

25. definicié: Legyenek A, B és C egy konvex sokszog szomszédos csucsai, D és F egy-egy tetszoleges pont az AB
és BC oldalak B felgli meghosszabbitasan. Az igy adodé ABE és CBD (1. dbra) szogeket a sokszog B-nél levs kilsd
szdgeinek nevezzik (az ABC szoget bels6 szognek nevezziik).



1. dbra

64. tétel: Konvex sokszog kiils6 szogeinek 6sszege 360° (csucsonként egy kiils§ szoget szédmolva).

26. definicié: Egy M sokszoget feldaraboltunk M, M, ..., M, sokszogekre, ha M = M;UM,U---UM,, és M;NM; =
(0, ha i # j.

65. tétel: Konvex ABCD négyszog koré akkor és csak akkor irhato kor, ha

ABC< + CDA<x = BAD< + DCB<« = 180°.

66. tétel: Konvex ABCD négyszogbe akkor és csak akkor irhat6 kor, ha AB + CD = BC' + AD.

67. tétel (Ptolemaiosz-tétel): Ha az ABCD négyszog koré kor irhato, akkor AB - CD + BC - AD = AC - BD.
Megforditva, ha a konvex ABC D négyszogre teljesiil, hogy AB-CD+ BC-AD = AC-BD, akkor ABC D hurnégyszog.

Legyen A és B egy korbe irt sokszog két szomszédos csicsa. AB ivnek altaldban azt az A és B végpontd korivet
nevezziik, amelyen a sokszognek nincs tovabbi csicsa.

68. tétel (kozépponti szogek tétele): Tetszbleges ABCA esetén

ABC« = A—2C

69. tétel: Legyen az Ay As By B, korbe irt négyszog atloinak metszéspontja P (2. dbra). Igazak a kovetkezs egyenls-
ségek:

a) A1P-B1P = AyP - B2 P (pont hatvanya korre)

1 —~ —~
b) AjPAy< = 5(AlAQ + B1B>).

2. dbra

70. tétel: Legyen az A By BaAs négyszog korbe irhato (3. dbra). Ekkor:

1) A1Bj és AaBs egyenesek akkor és csak akkor parhuzamosak, ha A/1_1\42 = B/l_\BQ;

2) egyébként A; By és Ay Bs egyenesek egy P pontban metszik egymast amely az A; As egyeneshez képest csak
akkor van ugyanabban a félsikban, mint By Bs, ha A Ag > B1B2 (8. dbra). Ebben az esetben

a) A1P-B1P = AyP - B3P (pont hatvanya korre);
1 ~ ~
b) A1PA2<I = 5(141142 — B1B2).



3. dbra

Egy P pontbol egy korhoz hizott érintészakasz hosszén a P pont tévolsagit értjiik az érintési ponttol. A 70.
tételben az érintGt a szel§ hatarhelyzetének tekintve, megkaphatjuk a kovetkezg allitast:

71. tétel: Legyen az ABCA koré irt kor C-beli érintGje e. Ekkor:

1) e és AB egyenesek akkor és csak akkor parhuzamosak, ha /Tb = ]?C ;

2) egyébként e és AB egyenesek egy P pontban metszik egymast, amely az AC egyeneshez képest akkor és csak
akkor van a B ponttal azonos félsikban, ha AC > BC (4. dbra). Ebben az esetben igazak a kovetkezd allitasok:

a) AP -BP = CP? (pont hatvanya korre);

1 ~
b) APC< = 5(AC - AC).

C
P
AUB e
4. dbra

A 68.,69.b., 70.2.b., 71.2.b. tételekbsl kovetkezik az alabbi allitas:

72. tétel: Legyen adott egy AB szakasz és legyen M egy olyan félsik, amelyet az AB egyenes hatarol. Ha 0° < ¢ < 180°,
akkor azon P pontok mértani helye az M félsikban, amelyekre APB< = ¢, egy A és B végpontu koriv. Ha egy Q € M
pont a koriven beliil helyezkedik el, akkor AQB< > ¢, ha kiviil, akkor AQB< < ¢.

73. tétel: Legyen egy ABC haromszogben a, b, ¢ az oldalak hossza, «, 3, v a veliik szemkozti szogek nagysaga, s a
felkeriilet, r a beirhat6é kor sugara, R a koré irhaté kor sugara, h, az a-hoz tartozdé magassag, r, az a oldalt érinté
hozzairt kor sugara. Ekkor a haromszog T teriilete:

a-h,

a) T = 5

1
b) T:§b~c~sinoz

¢) T=+/s(s—a)(s—b)(s—c)

(Héron-képlet)

abc
T=2¢
9 4R
e)T=s-r

fyT= %Ta(b—i—c—a)

1
g) T = §R2(sin 2a + sin 23 + sin 2)



Az e) képlet érvényes barmely r sugara kor koré irt s félkeriiletii sokszogre.

74. tétel: Ha egy derékszogi haromszog befogoi a és b, az atfogdja c, a beirt kor sugara r, a koré irt kor sugara R,

1
akkorr:i(a—l—b—c);R:g.

75. tétel: Ha az ABCA bels6 szogfelezGje AL, ahol L a BC oldal pontja, akkor

BL _ AB
CL  AC’

76. tétel (paralelogramma egyenldség): Tetsz6leges ABCD paralelogrammaéra igaz:

AB? + BC? + CD? + AD? = AC? + BD*.

Kiegészités: A tétel megforditasa is igaz.

77. tétel: Tetszbleges P pontra és tetszbleges ABC D téglalapra

PA? + PC? = PB?> + PD?.

*

78. tétel: Ha A By egy AB szakasz mersleges vetiilete egy egyenesre, amely az AB egyenest ¢ < 90° szogben metszi,
akkor A1 B =cosy - AB.

79. tétel: Legyen a nem nullvektor a sikon, O pedig ennek a siknak egy pontja. Tetsz6leges k € R esetén azon X
pontok mértani helye, amelyekre az a - OX = k egyenlet teljesiil, egy egyenes.

80. tétel: Tetszbleges A1, As, ..., A, ponthalmazra és tetszéleges ki, ko, ..., k, € R szdmokra, amelyek Gsszege nem

nulla, egyetlen olyan O pont létezik, amelyre
n

S ki O4; =0

i=1

Ez esetben a tér tetsz6leges P pontjara teljesiil, hogy

(ik) -ﬁ_iki-zﬂi.

=1 =1

Ezen a tételen mulik a kovetkezs harom definicio:

27. definicio: Egy Aj, Ao, ..., A, pontrendszer silypontjinak azt az O pontot nevezziik, amelyre
AN
OA; = 0.
i=1

28. definicio: Az A1 By, A3 Bs, . .., A, B, szakaszrendszer silypontjinak azt az O pontot nevezziik, amelyre
n
D OM; =0,
i=1

ahol [; (i =1,2,...,n) az i-edik szakasz hossza, M; pedig az i-edik szakasz kézéppontja.

29. definicié: Az A1 B1C1, A3 BoCs, . . ., A, B, C,, haromszog-rendszer sulypontjanak azt az O pontot nevezziik, amely-
re

itim —0,
=1

ahol t; az i-edik haromszog teriilete, M; pedig a silypontja.



81. tétel: Ha M az ABCA sulypontja, akkor a tér tetszéleges P pontjara teljesiil:

— P—XH—ﬁ—H@
PM:f.

A haromoldalu szoglet lapszogeire teljesiil a haromszog-egyenlStlenség kovetkezd altalanositasa:
82. tétel: Tetszbleges haromoldalid szoglet ¢, ¥, x lapszogeire p < ¥ + x.
83. tétel: Tetsz6leges konvex szoglet lapszogeinek dsszege kisebb 360°-néal.

84. tétel: Menjen at az A ponton hiarom, nem egysiki egyenes. Legyen B; és Bs két, A-tol kiilonb6z6 pont az egyik
egyenesen, C1, Cy a masikon, és D1, Do a harmadikon. Az igy ad6ddé AB;C1 D, tetraéder Vi és az ABoCy Do tetraéder
V5 térfogatanak aranya:

Vi AB;-AC, - AD;

Vo  ABy-AC, - ADy

85. tétel: Legyen ¢; és to egy tetraéder két lapjanak teriilete, ¢ ezen lapok sikjanak a szoge, p ezen két lap kozos
élének a hossza, q a szemkozti él hossza, d ezen élek tavolsiga és ¥ ezen élek altal bezart szog. A tetraéder V térfogata:

2ty - to - si 1
yo 2 titersme ~pqdsinp.
3p 6
Ha az ABCD tetraéderben az AB, BC, CD, DA élek felez6pontjai rendre F, F', G, H, az EFGH paralelogramma

teriilete ¢, az AC és BD élek tavolsaga d, akkor V = gt - d.

1
86. tétel: Egy gila V térfogata V = gh - to, ahol ty az alaplap teriilete, h a magassaga. Ha létezik olyan ,hozzairt”

1
gomb, amely kiviilrél érinti az alaplapot és az oldallapok sikjat, akkor a gula térfogata V = gro(P — 1), ahol g a

gbmb sugara, P pedig a gula palastjanak a felszine, tehat az oldallapok teriiletének az Gsszege.
1
87. tétel: r sugart gomb koré irt poliéder térfogata V = 3" S, ahol S a poliéder felszine.

88. tétel: Ha az o és [ sikok altal bezart szog ¢, és az « sikon van egy S teriileti sikidom, akkor ennek merdéleges
vetiilete a [ sikra S - cos ¢ teriilett.

89. tétel: Legyen a egy nem nullvektor a térben, O pedig tetsz6leges pont. Igy tetszoleges k € R esetén a tér azon X
pontjainak mértani helye, amelyekre a - OX = k, egy sik.

90. tétel: Az ABCD tetraéder szemkozti élfelez6 pontjait 6sszekoté harom szakasz egymést felezve metszi egy M
pontban, amelyre tetszSleges P pont esetén

W:%(ﬁ+ﬁ+ﬁ+?ﬁ)

(M a tetraéder sulypontja).

91. tétel (Euler-féle formula): Legyen egy konvex poliéder csicsainak szama ¢, éleinek szama e, lapjainak szama .
Ekkor l —e+4c=2.

*

30. definicié: Egy grdifot megadunk, ha elGszor is egy V' = {a1;a9;...;a,} halmazt megadunk, amelynek elemeit a
graf csicsainak nevezziik, masodszor pedig a V' halmaz elemei koziil tetsz6leges médon parokat valasztunk, amelyeket
a graf éleinek nevezilink. Egy graf irdnyitott, ha az éleit a csicsok rendezett parjai alkotjak.

Nem iranyitott grafra példa egy olyan graf, amelynek csicsait emberek egy csoportjanak a tagjai alkotjak, éleit
pedig azok a parok, amelyek tagjai ismerik egymaést. Itt természetes foltevés, hogy az ismeretségek kolesonosek, vagyis
ha a ismeri b-t, akkor b is ismeri a-t.

Ha grafokkal dolgozunk, kényelmes a geometriai modellt hasznalni: a graf minden cstcsahoz egy pontot rendeliink
a sikban vagy a térben, az éleihez pedig egy szakaszt vagy gorbét, amely a megfelel pontokat koti Ossze (iranyitott
graf esetén ezeken a vonalakon az iranyt is megjeloljik).

31. definicié: k > 2 hosszisdgi kérnek a vy, vs,. .., v, csicsi grafban a

(Ui1;vi2)7 (’Uiz;vis)v ) (Uik—l;vik)7 (Uik;vil)



alakd kilonbozs élekbdl allo sorozatot nevezziik.

92. tétel: Egy n csicsi, n éld grafban 1étezik kor.

*
93. tétel: n kiilonbo6z6 elembdl alld sorozat permutacidinak szama n!.

94. tétel: Egy n elemi halmaz m elemd részhalmazainak szdma (n) (0 <m <n).
m

A 17.a. és a 94. tételekbd] kovetkezik:

95. tétel: Egy n elemi halmaz 6sszes részhalmazainak szama 2".

*

32. definici6: Végezziink el egy kisérletet, amelynek soran véletlenszerten kivalasztunk az A = {aj,as,...,an}
halmazbol egy elemet. Tekintsiik azt az eseményt, hogy a kivalasztott elem a B C A pontosan m elemi részhalmaznak

is eleme. Ennek az eseménynek a valdszinisége P(B) = —.
n

A pénzfeldobas eredménye példaul egy elem kivalasztasa az A = {fej, iras} halmazbol, amelyben igy a ,fej” valoszi-

1
ntisége 3 Mas példa lehet egy goly6 kihizasa egy urnabol, pontharmas kivéalasztasa adott pontok altal meghatarozott
pontharmasok halmazabol, egy halmaz elemeinek permutécidja (pontosabban egy permutacio kivalasztasa a permu-
taciok halmazabol) stb.

96. tétel: Tetszlleges B esemény valosziniségére 0 < P(B) < 1. Annak a valoszintisége, hogy B nem teljesiil,
1—P(B). Ha B és C esemény nem torténhet meg egyszerre, akkor annak a valoszinisége, hogy egyikiik bekovetkezik,
P(B)+P(C). A B és C események fliggetlenek, ha P(B) - P(C) annak a valosziniisége, hogy mindketts bekovetkezik.

A 32. definicidéban leirt kisérlethez egy X: A — R filiggvényt rendelhetiink, amelynek értéke attol fiigg, hogy
az A halmaz mely elemét valasztottuk ki a kisérlet soran. Az ilyen fliggvényt valoszintségi valtozonak, az X (a;)
(i=1,2,...,n) értékek szamtani kozepét a valtozo varhato értékének nevezziik. Ha példaul egy érmét k-szor feldobunk,
akkor a ,fej” dobasok szama ilyen fiiggvény, amely a 0,1, ...,k értékek valamelyikét veszi fel a dobasok eredményétsl
fiiggGen.
33. definicio: Tegyiik fel, hogy az X valészintiségi valtozo egy véges x1,x2, 3, ..., T, szdmhalmaz elemeit veszi fel,
rendre pi,po, ..., p, valoszintségekkel. Az X vdrhato értékének az

M(X) = Zpkftk
k=1

szamot nevezzik.

34. definicié: Tegyiik fel, hogy X az z1,x9,... végtelen halmaz elemeit veheti fel pi, po,... valdsziniiségekkel. X
vdrhato értéke

M(X) = nli)rr;o Zpkxk,
k=1
ha ez a hatéarérték létezik.

97. tétel: Valoszintségi valtozok 6sszegének varhatéd értéke egyenls a tagok varhaté értékének az Gsszegével:
M(sz) =3 M(X;).
i=1 i=1

Megvizsgalhato, hogy az X valdszintségi valtoz6 milyen értéket vesz fel és milyen valészintséggel, ha tudjuk, hogy
egy adott B esemény bekovetkezett. Ezzel egy j valoszintségi valtozét kapunk, amelyet X g-vel jeloliink.

98. tétel: Tegyiik fel, hogy B és C' események nem kovetkezhetnek be egyszerre, de a kett6 koziil valamelyik minden-
képpen bekovetkezik. Igy tetszbleges X valoszintségi valtozora

M(X) = P(B) - M(X3) + P(C) - M(X¢).



