1. Oldjuk meg a kévetkezd egyenleteket:

3 — 4z 3 —4dx /3 3 — 4z
a) 2—x =0; b) 2z 2 c) g 2—x =0

Megoldas. a) A nevez$ miatt: ¢ # 2. A szamlalot szorzattd bontjuk: x(z — 2)(x 4+ 2). A megoldasok: x; = —2

vagy x2 = 0.
- ) P —dw
b) A nevez$ miatt: x # 2, a négyzetgyok miatt:

> 0, ami az egyszerisités utan: —x(z + 2) > 0, a feladat
—x

értelmezeési tartomanya: x € [—2;0]. A négyzetgyok alatt elvégezziik az egyszertsitést, négyzetre emeliink, majd 0-ra
rendezziik az egyenletet:

023:2—0—23:4—%

1
Ennek a masodfoku egyenletnek két valos gydke van: 1 = 5 T2 =5 Mindketts megoldasa az eredeti egyenletnek
is.
3

¢) A nevezd miatt: z # 2, a logaritmus miatt:

> 0, ami az egyszerisités utan: —z(z + 2) > 0, a feladat
-
értelmezési tartoméanya: x € ]—2;0[. Elvégezziik az egyszertsitést, majd a logaritmus definicidja szerint kapjuk a

kovetkezs egyenletet: —a? — 22 = 10°, azaz 0 = 2% + 22 + 1. Az egyenlet egyediili megoldasa: z = —1.
2. Igazoljuk, hogy ha a + 1 oszthato 6-tal, akkor n minden egész értékére n(an® + 1) is oszthatd 6-tal.

Megoldas. Ha az a + 1 oszthato 6-tal, akkor a felirhaté 6k — 1 alakban (k € Z). Ekkor n(an® + 1) = n[(6k —
1)n®+1] = 6kn® — (n—1)n(n+1). Az els6 tag 6-nak t&bbszordse, ezért oszthaté 6-tal. A masodik tag hdrom egymést
kovets egész szam szorzata, igy az is oszthato 6-tal.

3. Az 5 cm sugard korbe irt AB hir egyenld a korbe irhato szabdlyos nyolcszég, a BC hur pedig a kérbe irhato
szabdlyos hatszdg oldaldval. Mekkora az AC szakasz?

Megoldas. Jeloljiik O-val a kor kbzéppontjat. 1. eset: OBA< = 67,5°, OBC< = 60°, és ezek Osszege: ABC'< =
127,5°. Az OAB haromszoghol koszinusztétellel meghatarozzuk az AB hosszat:

AB = \/50 — 25V/2 ~ 3,8268.

Az ABC haromszogbdl koszinusztétellel meghatarozzuk az AC hosszat:
AC? = 14,6444 4 25 — 2-3,8268 - 5 - cos 127,5° =~ 62,94, AC ~ 7,9 (cm).

IL. eset: OBA< = 67,5°, OBC'<t = 60°, és ezek kiilonbsége: ABC<t = 7,5°. Az O AB héaromszogbdl koszinusztétellel
most is AB =~ 3,8268. Az ABC haromszogbdl koszinusztétellel meghatarozzuk az AC hosszat: AC ~ 1,3 (cm).
Az AC hosszanak lehetséges értékei: 7,9 cm vagy 1,3 cm.

4. Az a paraméter mely értékeire van az
a*(x —1) = 4(ax —z — 1)

egyenletnek egész gyoke?

Megoldas. Az egyenlet (a — 2)° - 2 = a® — 4 alakira rendezhetd.

Ha a = 2, akkor a 0 - z = 0 egyenletet kapjuk, amelynek minden valés szdm megoldasa, ekkor van az egyenletnek
egész gyoke.

Ha a # 2, akkor
(a—2)(a+2) a+2 4

= 14+ ——,
(a—2)° a—2 Jra—2

ez akkor egész, ha a — 2 osztdja a 4-nek. Ekkor a lehetséges értékei: —2; 0; 1; 3; 4; 6, Osszesen hét megfelels a értéket
kaptunk: {—2;0;1;2;3;4;6}.

5. A 13 egység teriiletdé ABC hdromszdg két csiucsa: A(3;—1) és B(—1;5). Hatdrozzuk meg a C csics koordindtdit
gy, hogy a hdromszdg kerilete minimdlis legyen.

Megoldas. Az ABC haromszog ¢ oldalanak hossza a megadott koordinatak segitségével kiszamithaté: ¢ = AB =
2v/13. Mivel a haromszog teriilete 13, azért m, = V13. Az AB szakaszt az F(1;2) felez6pontja koriil 90°-kal elforgatva
kapjuk a KL szakaszt: K(—2;0), L(4;4).

Az AB egyenessel parhuzamos, K-ra illeszkedd f1, illetve L-re illeszkedd fo egyeneseken van a keresett haromszog
C csucsa (hiszen FL = FK = /13). Az A pont tengelyes tiikorképét fi-re jelolje A’. AC' + CB = A'C' + CB, ami



akkor minimalis, ha A’ B és f; metszéspontja a C csics. Az fa-vel hasonléan jarhatunk el. Az igy kapott metszéspontok
éppen K, illetve L.
A C lehetséges koordinatai: (—2;0) vagy (4;4).

6. Egy 60 cm keriletd téglalap két szomszédos oldaldra, mint datmérdre kifelé félkéroket rajzolunk. Mekkordnak
vdalasszuk a téglalap oldalhosszisdgait, hogy a kapott sikidom

a) kerilete minimdlis legyen;

b) terilete mazimdlis legyen?

Megoldas. A téglalap egyik oldalanak a hosszat jelolje z, ekkor a mésik oldal 30 — z.
a) A sikidom keriilete z-szel kifejezve:

0= 304 15m.

A keriilet igy nem fiigg z-t6l, allando.
b) A sikidom teriilete z-szel kifejezve:

T

t(z) = 2(30 —x) + % (5)271'4-

1/30—2)\2
2\ 2 ™

60 — 15 225
t(a:):(g—l)xz—l— ) L 27T.

Felhasznaljuk, hogy ha a masodfoku fiiggvény f6egyiitthatéja negativ, akkor az egyiitthatok szokasos jelolésével az

elvégezziik a kijelolt miveleteket:

T = ~5 helyen maximuma van, ami most
a

60—15m _
T =— 2 = 1om — 60 = 15-nek adoédik.

= 1
2(1-—1) m

A teriilet tehat akkor maximalis, ha a téglalap négyzet.

7. Egy hdromszdg o és B szdgeire
(14 ctga)(1+ ctgf) = 2ctgactg B.

Hatdrozzuk meg a hdromszog harmadik szégét.

Megoldas. Az egyenletet alakitsuk at:
(1 N cosa) (1 n cosﬁ) _ 2cosacosﬁ

sin a sin 3 sinasin 8’

Szorozzuk meg mindkét oldalt sin o sin S-val:
(sina + cos @) (sin 5 + cos B) = 2 cos a cos S.
Végezziik el a beszorzast és rendezziik:
sin acos 8 + cos asin f = cos acos B — sin asin 3,

tehat sin (o + ) = cos (o + 3).
Az egyenlGség mindkét oldalat oszthatjuk sin (a+3)-val (ami nem nulla, mert 0 < o+ < 180°), ekkor ctg (a+5) =
1. Ebbdl a két szog Osszege 45°, vagyis a harmadik szog 135°-o0s.

8. Az ABCDE konvex 0tszig A csucsdt kossiik dssze a BE dtld, valamint o BC, CD és DE oldalak felezépontjdval.
Az igy kapott négy szakaszon az A csicstdl tavolabbi harmadold pontok dltal meghatdrozott négyszdg terilete az eredeti
Otszog teriletének az dtodével eqyenld. Hanyadrésze az ABE hdromszdg teriilete az eredeti otszog teriletének?

Megoldas. Az A cstcstél indulva (a B felé) az oldalfelezs pontok legyenek Fy, Fo, F3, Fy és F5, a BE &tlo
felezGpontja pedig F. A feladat szovege szerint a BC'DE négyszog Fs, F3, Iy és F oldalfelez6 pontjait kell 6sszekdtniink
az A cstcesal, majd ezt a négyszoget kell az A-bol 3 aranyban kicsinyiteniink. Ekkor kapjuk az Fj F5 Fy F' négyszoget.
Megmutathato, hogy FoF3FyF négyszog (ami egyébként egy paralelogramma) teriilete fele a T teriiletti, BCDE

2
négyszog teriiletének. A hasonloségbol kovetkezik, hogy FsF4FyF' teriilete 9 T. Legyen az ABE héaromszog teriilete

wT'. Ekkor a feladat szdvege szerint:
1 2T 2

5 uT+T 9u+9’

1
amibdl p = 9 Ez azt jelenti, hogy az ABFE haromszog teriilete tizede az 0tszog teriiletének.



