Erdds Pdl (1913-1996), a vilaghirt magyar matematikus gyakran emlegette, hogy a Joistennek (aki természetesen
matematikus) van egy Konyve, amelyben a matematikai tételek tokéletes megoldasat 6rzi. A matematikusok, amikor
racsodalkoznak egy probléma nagyon egyszerii és emiatt kiilonosen szép, frappans megoldaséra, akkor azt mondjak:
Ez a Konyvbdl valo bizonyitds! Erdss véleménye szerint egy matematikusnak nem kell hinnie Istenben, de hinnie kell
a K('jnyvbe!

A fizikusok koziil sokan ugy vélik, hogy a Kényv nem csupan matematikai tételek bizonyitasaval van tele, jut benne

hely a fizika (és mas tudomanyégak) probléméinak is. Ha ez igy van, akkor az alabbi feladat és annak megoldésa sem
hianyozhat koziilik!

>k

A probléma. Egy h magas toronybdl adott vy nagysdagi kezddsebességgel kiilonbozd irdnyokba hajithatunk el pontsze-
i testeket. Legfeljebb mekkora (vizszintesen mért) tdvolsdgra juthatnak el a testek, ha a légellendllds nem szdamottevs?

Ez a feladat (amely sokféleképpen, pl. egy h magas stlyloks leghatékonyabb dobostratégidjanak megkereséseként
is megfogalmazhato6) tobbféle moédon is megoldhat6. Az alabbiakban négy megoldast is bemutatunk, ezek koziil az
els6 bizonyara nem nyerné el a szépségdijat. (Akik még nem bardtkoztak meg” a differencialszamitassal, nyugodtan
atugorhatjak a megoldas (5) egyenlet utani részét, legfeljebb annak hosszara vessenek egy pillantast!) A mésodikrol
a jelen sorok iréja sokaig azt hitte, hogy a Koényvbél valo, mindaddig, amig meg nem ismerkedett a harmadik megol-
dassal. Ennek megértéséhez azonban egy olyan matematikai mtivelet ismerete sziikséges, amellyel esetleg nem minden
kozépiskolas talalkozott, ezért megadunk egy negyedik, csak elemi geometriai és fizikai ismereteket igénylé megoldasi
modot is. A harmadik és a negyedik megoldés lényegében egyenértékd, csak megfogalmazasuk kiilonbozs. Olvasdink
eldonthetik, hogy véleményiik szerint vajon melyik keriilhet be a Kényvbe.

Miel6tt belekezdenénk a részletes megoldasba, bevezetiink egy hasznos jelolést: vg-t 1/2gH alakban irjuk fel, ahol
vg sebességgel érne foldet. A tovabbiakban a hajitasok kezdGsebességét mindig dtszamitjuk H-ra, és a maximalis dobasi
tavolsagot is H egységekben fogjuk kifejezni.

I. megoldas. Irjuk le a test mozgasat, vagyis a ferde hajitas folyamatat az 1. dbrdn lathato derékszogi koordinata-
rendszerben!

-

1. dbra

A vizszintes (x tengely iranyd) mozgas egyenletes:
(1) x(t) = vp - cos a - t,
ahol « az elhajitas irdnyanak a vizszintessel bezart szoge.

A fliggsleges, egyenletesen gyorsuld mozgast leird Osszefiiggés:

(2) y(t)z—gt2+vo-sina-t+h.

Az (1) egyenletbdl kifejezhetjiik az id6t:
x

Vg cos o’
majd ezt (2)-be helyettesitve megkapjuk a palyagorbe egyenletét:

g 2
3 = t h.
(3) 4 21)80052043j tatgat

1Idén jelent meg a Typotex kiadd gondozasaban M. Aigner—G. M. Ziegleg: Bizonyitdsok a Kényvbdl cimii munkaja, amely t3bb mint
szdz matematikai probléma ilyen szellemii megoldasat tartalmazza.



A hajitas vizszintes tavolsagat, d-t ugy kapjuk meg, hogy a fenti egyenletben y helyébe 0-t irunk (hiszen a foldet érésre
ez jellemzs), s a hozzé tartozo x éppen a szoban forgéd d lesz. Tehat

g 2
4 0=————d*+dt h
@) 202 cos? a dtsath
ami a kordbban emlitett vg = /2gH jeloléssel
2
5 0=———++4dt h
(5) 4Hcos2a+ gat

alakra hozhat6. Ez d-re nézve egy masodfoku egyenlet, melynek szamunkra érdekes (d > 0) megoldésa:

6 d(a) = 2H |[sin« cosa + sinacosa2+ﬁcos2a
H

A szélsGertékszamitas szabalyai szerint ennek a kifejezésnek d'(a) derivaltja a maximélis d értéknél nulla. Ez
a feltétel megadja a kérdéses « szoget, ahonnan (meglehetSsen bonyolult szamolas utan) dpmax is meghatarozhato.
Egyszertibben célhoz ériink, ha képezziik az (5) egyenlet o szerinti derivaltjat, mik6zben kihasznaljuk, hogy a keresett
helyen d’(a) = 0, vagyis d &llandénak tekinthets:
d [ d? d* 2sina d

(7) —i—dtga—i—h]: +—— =0,

aAZazZ

da 4H cos? o 4H cosa  cos?a

2H
d=—.
tg o
Ezt (5)-be helyettesitve és a kapott egyenletet tg a-ra megoldva

H .
H+h'

(8) tga =

a legnagyobb hajitasi tavolsadgra pedig

/H+h Vo /
(9) dmax =2H T = g ’Ug + 2gh

adodik.

Megjegyzés: A talajszintrsl (h = 0) térténd hajitasnal visszakapjuk a jol ismert o = 45° és dpax = 2H = vg/g
Osszefiiggéseket.

II. megoldas. A feladat elemi matematikival, differencidlszamités alkalmazéasa nélkil is megoldhaté. Induljunk

2
= 1+ tg « trigonometrikus azonossagot! Ekkor az u = tg a jeloléssel

1
ki az (5) egyenletbdl, és hasznéljuk ki az —
cos? o

a kovetkez6 egyenletet kapjuk: (14 u?)d* — 4udH — 4hH = 0. Ez az egyenlet nemcsak d-re nézve masodfoki, hanem
(adott d esetén) az u valtozoban is masodfoka egyenlet:

u? - d? —u-4dH + (d* — 4hH) = 0.
Ennek akkor van valés megoldasa, ha a diszkrimindnsa nem negativ, azaz
(2dH)? — d?(d?> — 4hH) > 0.
Innen
d*> < 4H? 4+ 4hH

adodik, és a hatéareset (az egyenlSség) nyilvan a legnagyobb hajitasi tévolsdgnak felel meg; ez pedig éppen (9)-cel
egyenérték.

II1. megoldas. Jeloljiik a kezdGsebesség vektorat vg-lal, a foldet érés sebességét v1-gyel, a teljes mozgéashoz tartozo
elmozdulasvektort r-rel, a nehézségi gyorsulast (mint vektort) pedig g-vel (2. dbra)!

2. abra



Newton II. torvénye szerint

V1 — Uy

(10) Hot g,
ahol t a mozgas id6tartama. (Kihasznéltuk, hogy a gyorsulas id6ben allando, ezért a pillanatnyi gyorsulés és az atlagos
gyorsulas megegyezik.)

Masrészt igaz, hogy
(11) U1t Yo t=r,

2

itt azt hasznaltuk ki, hogy a sebesség id6ben egyenletesen valtozik, tehat az atlagsebesség megegyezik a kezdeti- és
végsebesség szamtani kozepével.

Szorozzuk Ossze a fenti két vektor-egyenletet skaldris szorzassal:

V1 — Vg

2

v1 = \/vE + 2gh.

Ez nem tul érdekes Osszefiiggés, hiszen az energiamegmaradas torvényébdl ezt mar kordbban is tudtuk. Megleps
eredményt kapunk azonban akkor, ha a (10) és (11) egyenleteket vektoridlis szorzéassal szorozzuk Gssze. Felhasznélva,
hogy vy X v1 = —v1 X vy, tovabba vy X vo = v; X v; = 0, azt kapjuk, hogy

= gr = gh,

azaz a foldetérés sebességének nagysaga

V1 X0Vg=g XT.

Képezziik a fenti egyenlet mindkét oldalanak abszolut értékét (és hasznaljuk fel, hogy két vektor vektorialis szorzatanak
nagysaga a tényez6k abszolut értékeinek és a kbzbezart szog szinuszanak a szorzata):

(12) |v1 X vo| = |vo| |v1] siny = v \/vE + 2gh -siny = |g x r| =g - d.

(Kihasznaltuk, hogy g és r vektorialis szorzasanal r-nek csak a vizszintes komponense szamit, ennek hossza pedig
éppen a keresett vizszintes elmozdulas.)
A (12) egyenletbdl leolvashato, hogy d akkor a legnagyobb, amikor a vy és a vy vektorok merdlegesek egymaésra,

és a legnagyobb hajitasi tavolsag
dmax = U_O \/ ’U(% + 2gh7
g
Osszhangban (9)-cel.

Ha a kezd&sebesség vizszintessel bezart szogét a korabbiaknak megfelelGen a-val jeloljiik, akkor a sebesség vizszintes
komponensének allandosagabol, valamint a kezd6- és végsebesség merslegességébdl vg - cosa = vy - cos (90° — ) =
v1 - sin o, azaz

v v
tga:—of 0

v /g +2gh
adodik, ami (8)-cal egyenértéki.

IV. megoldas. Kovessiik a III. megoldas gondolatmenetének elejét, irjuk fel a (10) és (11) egyenleteket, majd
tekintsiik a kezdeti- és a végsebesség vektora altal kifeszitett OBC A paralelogrammat (3. dbra)!

3. dbra

Szamitsuk ki a paralelogramma T teriiletét kétféle modon. Egyrészt T = |vg||v1] sin+y, mésrészt

T:AB~OM:gt~§:gd.



Kihasznaltuk, hogy az AB szakasz fiiggsleges és (10) szerint gt hosszsagu, valamint (11) alapjan OD hossza r/t,
tehat OD vizszintes (AB-re mersleges) vetiilete OM = d/t. A kétféle szamitas eredmeényét Gsszehasonlitva kapjuk,

hogy
1 1
d = =|vo||v1| siny < —vp\/v3 + 2gh = dmax-
g g

Lathato az is, hogy az egyenlGség akkor teljesiil, amikor a kezdeti- és a végsebesség mergleges egymasra, tovabba az
elhajitas « szogére ilyenkor (az OM A és BOA derékszogl haromszogek hasonlosédga miatt) fennéall:

AM A0 v Uo
tga:—:—:—:

OM OB v1 /o +2gh

Valamennyi eredményiink érvényben marad akkor is, ha h < 0 (de természetesen v2 > 2g|h|). Ilyenkor a feladat
egyik lehetséges megfogalmazasa igy hangzik:

Egy adott mélységi godorbdl foldet lapatolunk ki. Milyen irdnyban dobjuk el a kidsott foldet, ha azt akarjuk elérni,
hogy a lehetd legmesszebb érje el a kilsd talajszintet, és mekkora ez a ,legmesszebb”?

Itt is és a salyloks esetében is feltételezziik, hogy a fold eldobasénak, illetve a sily ellokésének kezdGsebessége
fiiggetlen a dobas iranyatol. Ezen feltevések jogossaganak igazolasa vagy frappans cafolata azonban mar a Konyv
biofizika fejezetében keresendd!



