I. rész

1. Oldjuk meg grafikusan a kovetkezd egyenldtlenséget a valds szamok halmazdn:

(x—1)°

16 <logs x. (11 pont)

_ 1)
Megoldas. Abrazoljuk az f(x) = (;617)

leolvashatjuk (és helyettesitéssel ellendrizhetjiik), hogy a két gérbe © = 1 és x = 5 esetén metszi egymast.

és a g(x) = logs x hozzarendeléssel megadott fiiggvényeket. Az abrarol
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2. Egy ora szamlapja 20 cm oldalhosszisdgi szabdlyos hdromszdg. A mutatékat a hdromszég kézéppontjiban régzi-
tették gy, hogy 12 drakor az egyik csics felé mutatnak.

a) Milyen hosszi lehet a nagymutatd, ha soha nem nyulik tul az dra szdmlapjin?

b) Hdrom drakor a két mutatd dltal meghatdrozott két félegyenes mekkora teriletd részt jelol ki az dra szdmlapjd-
bol? (12 pont)

Az egyenlStlenség megoldasa: = € [1;5].

Megoldas. a) A nagymutatdé nem lehet hosszabb a 20 cm oldalhosszuséagu szabalyos haromszog beirt korének

2
3
a4 \/_, a keriilete: £k = 3a, most t = 100V/3 cm?,

k=60 cm. A t =rs (r a beirt kor sugara, s a keriilet fele) Osszefiiggés szerint:

. _ 100v3 _ 10v3
30 3 7

sugaranal. Mivel az a oldala szabalyos haromszog teriilete: ¢ =

A nagymutaté nem lehet hosszabb cm-nél.

b) A mutatok altal kijelolt CKQ derékszogli haromszog hasonlo a CFB derékszogi haromszoghtz (a szogeik
paronként egyenlk). Az ABC' szabélyos haromszogben a K pont egyben a silypont is, igy CK : CF = 2: 3. Ez lesz
a két haromszog hasonlésdganak aranya is.

C
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Tudjuk, hogy a teriiletek a hasonlésidg ardnyanak négyzetével ardnyosak, ezért
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53 1 ~ 38,5 (cm?®).

Harom orakor a két mutato altal meghatarozott két felegyenes 38,5 cm? teriiletd részt jelol ki az 6ra szamlapjabol.

3. Az egészséges tapldalkozdsrol készitettek egy kiadvdnyt, amelybdl tébbek kozott az is megtudhatd, hogy a kolesz-
terin dllati eredetd élelmiszereinkben taldlhato. A kévetkezd tdbldzat néhdny élelmiszer koleszterintartalmdt adja meg



(mg/100 g):

1. Vels 3000 10. Sovany sertéshis 68
2. Sertésmaj 460 11. Gépsonka 45
3. Marhamaij 305 12. Szarnyashis 38
4. Ken6majas 224 13. Fiistolt karaj 36
5. Tepert6 155 14. Vaj 230
6. Téliszalami 150 15. Ementéli sajt 135
7. Csaszarhus 140 16. Krémsajt 83
8. Tarja 95 17. Anyatej 20
9. Marhahs 75 18. Tehéntej 10

a) A tablazatban szerepld élelmiszerek kozil hdarmat hdny kilonbozé mddon lehet kivdlasztani?

b) Ha a tablazatban szerepld veld, sertésmdj, marhamdyj, tepertd és csdszdrhius koleszterintartalmdanak dsszehasonli-
tdsdra oszlopdiagramot készitenének, akkor hdny kilonbozd sorrendben szerepeltethetnék a kivdlasztott élelmiszereket?

¢) Ha a tdbldzatban szerepld 18 élelmiszer nevét egyforma céduldkra felirjik, majd véletlenszerden kivdlasztanak
kozilik harmat, akkor mekkora az esélye annak, hogy a melléjik irt szamok dsszege nem éri el a 70-et?

d) Ha a tdbldzatban szerepld 18 élelmiszer nevét egyforma cédulikra felirjik, majd véletlenszerien kivdlasztanak
kozilik harmat, akkor mekkora az esélye annak, hogy a melléjik irt szamok 0sszege kisebb, mint 3000 % (14 pont)

3 1 5.3 — 816 kiilonbozd modon lehet kivalasztani.

b) Az 6t élelmiszert 5-4-3-2-1 = 120 kiilonb6z6 sorrendben lehet felsorolni, ennyi kiilénboz6 sorrend szerepelhetne
az oszlopdiagramokon.

¢) Csak azokkal az élelmiszerekkel kell foglalkoznunk, amelyek koleszterin tartalma 70 alatti. Ilyen hat darab van a
tablazatban (sovany sertéshus 68, gépsonka 45, szarnyashus 38, fiistolt karaj 36, anyatej 20, tehéntej 10). Két esetben
lehetséges, hogy a kivalasztott harom élelmiszer koleszterintartalmanak Gsszege nem éri el a 70-et: 38 + 20 + 10,

1 18-17-1
Megoldas. a) A tablazat 18 élelmiszere koziil 3-at ( 8> = 181716

18
illetve 36 + 20 4 10. Az Osszes esetek szama: ( 3 ), azaz 816. A véletlen kivilasztas esetén barmely harom élelmiszer
kivalasztasanak valészintiségét egyenlének tekintjiik, ezért alkalmazzuk a klasszikus valészintiség-szamitasi modellt.

2
A keresett valosziniiség meghatarozasihoz vessziik a kedvezs esetek és az Osszes esetek szamanak hanyadosat: 36 =
1

d) A tablazatban egyetlen 3000-es érték szerepel és minden tovabbi szam 1000 alatti, ezért ha a kivalasztott harom

cédula egyikén sem szerepel a veld, akkor a harom szam Osszege 3000-nél kisebb. Emiatt a kedvezs esetek szama:
17 17-16-15 680, az Osszes esetek szama 18 azaz 816. A keresett valoszintisé 680 _ 5
= = Z Z Z Al ZaZ . I Z111 L = =
3 1-2-3 ’ 3) v 5816 6
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4. A 12 cm é€lhosszusdgu kocka alaki edényt a 3 részéig megtoltotiék folyadékkal, majd az eqyik éle mentén megbil-

lentették egy kicsit. Az abra az edény keresztmetszetét mutatja a benne lévd folyadék vizszintjével.

Tudjuk, hogy a P pont felezi az AB szakaszt. Milyen magasan van a folyadék a C csicshoz képest? (14 pont)

Megoldas. Az dbrdt kiegészitettiik.



Megallapithatd a kovetkez$ szakaszok hossza: PR = 4 ¢cm, RQ = 12 cm, QC = 10 cm. PQRA ~ QCTA,
mert mindketts derékszogi, tovabba a C-nél és a Q-nél 1évé hegyesszogiik egyenls (merdleges szaru szogek). Mivel

TC
PR:RQ =4:12=1:3,ezért QT : TC =1 : 3, azaz QT = = A QTC derékszogi haromszogre felirhaté a

7C\°
Pitagorasz-tétel: 3 +TC? = 100, amibsl TC = 3v10 ~ 9,5.

Vagyis 9,5 cm magasan van a folyadék szintje a C' cstucshoz képest.

II. rész

5. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szampdrok halmazdn:

1 2
<§ + sinx) + (y* + cos :1:)2 =0. (16 pont)

1
Megoldas. Két nem negativ szam Osszege akkor lehet 0, ha mindketts 0. Ezért sinax = 5 azaz r] = —% + 2k

7
(k1 €2), z9 = FF + 2ko7 (ko € Z), tovabba y* 4 cosx = 0. Az x1 esetén cosx > 0, igy y> + cosx = 0 nem teljesiilhet

3
semmilyen valos y értékre sem. Az x5 esetén cosx = ———, vagyis y> = g, amibdl

2

V3

Y1 = 7 ~ 0,93, Y2 = — ~ —0,93.

>

vagy y = —

o
oS

A megoldas: z = %T +2kn (keZ),y= -
6. Az f(x) egy mdsodfoki fiigguény, a g(x) pedig forditott arinyossdg. Tudjuk, hogy f(1) = g(1) =6, f(2) =g(2) =
3, f(3)=9(3) =2.
a) Van-e tovdbbi x, amelyre f(x) = g(x)?
b) Hatdrozzuk meg a g(12) értékét.
¢) Hatdrozzuk meg az f(15) értékét.
d) Taldlhato-e olyan x valds szdm, amelyre f(x) értéke egyenld g(x) reciprokdval? (16 pont)

Megoldas. Legyen f(z) = az® + bx + ¢ hozzarendelésii masodfoku fiiggveny. Tudjuk, hogy f(1) =a+b+c =6,
f(2)=4a+2b+c=3, f(3) =9a+3b+c = 2. Az igy kapott egyenletrendszer megoldasa: a =1, b = —6, ¢ = 11, azaz
f(z) = 2% — 62+ 11.
d d 6

Legyen g(z) = . hozzarendelést forditott ardnyossag. Tudjuk, hogy ¢(1) = 1= 6, azaz g(z) = = és ekkor a

masik két feltétel is teljesiil.
6
a) Keressiik az osszes valos x értéket, amelyre f(z) = g(x), vagyis keressiik az 2> —6x+11 = . egyenlet megoldéasat.

x-szel szorozhatunk (z # 0), majd rendeziink: 23 — 622 + 112 — 6 = 0. Ennek az egyenletnek az 1, 2 és a 3 gyokei, de
egy harmadfokd egyenletnek 3-nél tobb valés gyoke nincs, igy tovabbi megfelel§ x nem létezik.
6 1
b) g(12) = — = -
) f(15) = 15% —6- 15 + 11 = 146.



d) Keressiik az f(z) = azaz x° — 6z + 11 = % egyenlet megoldasat. A szorzas és a rendezés utan: 6z —

1
g(z)’
37x+ 66 = 0. Az egyenlet diszkriminansa negativ, igy nincs olyan valos szam, amelyre f(x) értéke egyenls lenne g(z)
reciprokaval.

7. Legyen N = 9-23" 464 - 31",
a) Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan n természetes szam, amelyre N az 5-nek pdratlan szdmi tobbszirise.
b) Bizonyitsuk be, hogy N minden n természetes szdm esetén oszthaté 73-mal. (16 pont)

Megoldas. a) Ha n = 0, akkor N = 73, egyébként az N két paros szam Osszege, tehat paros, igy nem lehet egyenls
az 5 paratlan tobbszorosével.

b)Yy N=9-25"464-3 =64-81" +9-8" = 64(81" — 8™) + 73 - 8". Mivel a 81" — 8" kiilonbség (81 — 8)(81"~* +
81""2.8+ ...+ 81-8" 2 +8" 1) alakban irhato, igy lathato, hogy 64(81" — 8") és 73 - 8" is oszthat6 73-mal, ami a
bizonyitando allitast jelenti.

8. Az f(z) =sinz és g(x) = cosx hozzdrendeléssel megadott fiigguények a [0; 2] intervallumon értelmezettek.

a) Irjuk fel f(x) gorbéjéhez az x — 2y = 0 egyenleti egyenessel parhuzamos érintd egyenletét.
b) Mekkora teriletd az f(x) és a g(x) gorbéje dltal hatdrolt sikidom? (16 pont)

1
Megoldas. a) Az x — 2y = 0 egyenletii egyenes norméalvektora: 7(1; —2), meredeksége 3

1
Az f(z) fiiggvény gorbéjéhez az = helyen huzott érinté meredeksége: f'(x) = (sinz) = cosz. Vagyis a cosz = B

egyenlet megoldéasat kell megadnunk a [0; 27]-n. Két megfelels értéket kapunk z-re:

3 3
I eset: 1 = g, ekkor f(z1) =sin - = g, azaz az érinté illeszkedik a <§, g) koordinataju pontra. Ekkor az

T
3
érint§ egyenlete: © — 2y = % — V3.

51 57r' V3

5 3
II. eset: 20 = ?W, ekkor f(x2) = sin (?) = —g, azaz az érintd illeszkedik az (?7 —5

) koordinétaja pontra.
P o1
Ekkor az érint6 egyenlete: x — 2y = 5 + /3.
5
b) A [0;27]-n az f(x) =sinx és a g(x) = cosz gbrbéje © = %—nél ésx = Iﬂ—nél metszi egymaést, a zart sikidomot
12 472 Ry
a sikidom egy része az x tengely alatt talalhaté. Tudjuk, hogy a sikidom teriilete ebben az esetben is a kovetkezs
hatarozott integrallal egyenls:

2 5 2 5
a (W \/—> és <—W—£> koordinataju pontok kozotti két gbérbe hatarolja. A [W W}—n az f(x) van felil, és

Sm
T= /774 (sinx — cosx) dx.
1
Ezt Newton-Leibniz tétele segitségével szamithatjuk ki:

2
——cos<5—7r> —sin<5—ﬂ-)—|—cosz+sinz—4£—2\/§

T = [— cosz — sinz] 1 1 1 1 5

=Aelg

(tertiletegység).

9. Az origd kézépponti 5 egység sugari kérvonalra illeszkedd 12 rdcspont (olyan pont, amelyek mindkét koordindtdja
egész szdm) meghatdroz eqy tizenkétszoget.

a) Mutassuk meg, hogy ennek a tizenkétszignek nincs beirt kore.

b) Szdamitsuk ki o tizenkétszog teriletét.

¢) Egy 6 cm magas csonkagila alakié margarinos dobozt terveznek a feladatban szerepld tizenkétszighoz hasonld és
74 cm? teriiletd feddlappal. Mekkora alapteriletd lesz a doboz, ha 4 deciliteresre tervezik? (16 pont)

Megoldas. a) A tizenkétszog harom szomszédos csucsa: A(5;0), B(4;3), C(3;4). Ha lenne beirt kire a tizenkét-
szognek, akkor egy origd kbzéppontt kornek érintenie kellene az AB = v/10 és a BC' = /2 hosszisagu oldalakat is.
A sokszog ugyanis kézéppontosan szimmetrikus az origora, igy ha van beirt kor, annak kdzéppontja az origo.



Mivel OT; # OTs, igy lathatoan nincs beirt kore a tizenkétszégnek.

b) A feladatban szerepls tizenkétszog 8 db OAB haromszoggel egybevagd, és 4 db OBC haromszoggel egybe-
vagod haromszoghdl rakhato Gssze. Ezen egyenls szartu haromszogek alapjainak és alapjaihoz tartozé magassagainak
meghatarozasa utan kiszamitjuk a teriiletiiket:

Lo _VI0-3VI0 15 V2e5V2 T
OAB = 5 =5 OBC = 5 =5
Az el6z6ek alapjan a tizenkétszog teriilete:
15 7 .. )
T:8~toAB+4-tOBc:8-?+4~§:74 (teriiletegység).

¢) A doboz térfogata 400 cm?®. Alkalmazzuk a csonkagila térfogatképletét: V = %(T + VTt + t). Amit tudunk,

6
azt helyettesitsiik be: 400 = 3 (74 + V74t + t). Ekkor a v/t-re mésodfok, t + VT4-VE—126=0 egyenletet kapjuk.

Az egyenlet pozitiv gyokébsl szamithaté az alaplap teriilete: ¢ ~ 59,6 cm?.



