A feladat megoldasaban természetes szamon pozitiv egész szamot értiink. Sziikségiink lesz a

(2) 2% +1=3°
illetve a
(3) 20 —1=3"

egyenletek egész megoldésaira. (2)-ben csak b > 0 lehet, mivel a bal oldal értéke legalabb 1. Emiatt 3% erteke egész
szam, igy 2% is egész, azaz a > O. Az a = 0 mellett nem kapunk b-re egész értéket, az a = 1, b = 1 megoldas. Ha
a > 1, akkor 3° — 1 oszthato 4-gyel, ami csak ugy lehet, ha b paros. (2)-nek a

(3% —1) (3"% 1) =2°

alakjabol lathato, hogy a bal oldalon all6 két tényezd mindegyike 2 pozitiv egész kitev§ji hatvanya, kiillonbségiik pedig
2. Ez csak 3%/2 — 1 = 2, 3%/2 4 1 = 4 esetben lehetséges, amibdl a = 3, b = 2 adédik.

A (3) egyenletben a > 1, kiilonben a bal oldal nem lenne pozitiv. Az a = 1, b = 0 megoldas. Ha a > 2, akkor
b > 1, azaz a bal oldal 3-mal oszthat6, ami csak tgy lehet, ha a paros. (3)-nak

(2*2—1) (2“2 +1)=3"

alakjabol lathato, hogy a bal oldalon szerepld két tényezd mindegyike 3-hatvany, kiilonbségiik pedig 2. Ez viszont csak
a2%? —1=1, 2%/2 41 = 3 esetben lehetséges, amibsl a = 2, b= 1 adodik.
Térjiink most ra a feladat megoldasara. Az (1) egyenlet a kovetkezs alakban irhato:

" =)@ +1)=g"r"

Mivel p® — 1 oszthato (p — 1)-gyel és aszerint, hogy x paros vagy paratlan, p* — 1 vagy p® + 1 oszthat6 (p + 1)-gyel,
q¥ - r* oszthato (p — 1)-gyel és (p + 1)-gyel is.
A tovabbiakban hérom esetet kiilonboztetiink meg.
1. Ha p = 2, akkor ¢¥ - r* oszthato 3-mal, ¢ vagy r tehat 3. Mivel ¢¥ és r® felcserélhetdk, legyen ¢ = 3. Ekkor (1) a
kovetkezd alakot olti:
(2*=1)(2*+1)=3Y -0~

A bal oldalon 4ll6 tényezok kiilonbsége 2 és paratlanok, tehat relativ primek. Igy koziiliik az egyik oszthaté 3-mal, és
2% — 1 #£ 1, miatt a mésik r-rel. Ezért

vagy 2 —1=23Y és 2% 4+ 1 =17,
vagy 2% —1=1r%  és 2% 41 =3V,
A (3) egyenlet megoldasai alapjan az elsé esetben
=1, y =0, r=3, z=1, ami nem megoldas, vagy
T =2, y=1, r =25, z=1.
A maésodik esetben (2) megoldasai alapjan
=1, y=1, r=1, ami nem megoldas, vagy
x =3, y =2, r="17, z=1.

2. Ha p = 3, akkor ¢¥ - r* paros, tehat ¢ és r koziil legalabb az egyik 2. Legyen ¢ = 2. Ekkor (1) a kovetkezd alakot
o (37— 1) (3" +1) = 2V .17,
Ha r a bal oldalon 4ll6 tényez6knek kozos osztdja, akkor r = 2. Ez esetben
2V 41 =32
A (2) megoldésa szerint, mivel 2z = 1 nem lehet, 20 =2, y+2=3. EbbSlz =1ésy=1,2=2,vagyy =2, z = 1.
Ha r # 2, akkor r-rel a bal oldalon all6 kifejezésnek csak egyik tényezGje oszthatd, ezért

vagy 3T —1=2" és 3T 41 =2v".p7,
vagy 3*4+1=2° és 37 —1=2Y"%.p%

(t és s y-nal kisebb pozitiv egész szamok.) Az elsG esetben (2) alapjan a

megoldast kapjuk. A ¢ = 1, x = 1 lehet8ség most kizart, mert bel6le r = 2 adodna. A méasodik esetben (3) megoldasai
szerint vagy s =1, z = 0, vagy s = 2, x = 1, amib6l r = 2 kovetkezik, ezért itt ezek sem johetnek szamitasba.



3. Végiil ha p > 3, akkor mivel p primszam, p+ 1 és p — 1 péaros szamok és egyikiik 3-mal is oszthaté. Ezért ¢¥ - r*
oszthatd 2-vel és 3-mal is, vagyis g és r koziil az egyik 2, a méasik 3, legyen ¢ = 2, r = 3.
Ekkor (1) a kovetkezs alakot olti:
(" =1)(p" +1)=2"-3%
Nem lehet oszthatd a bal oldal mindkét tényezGje sem 3-mal, sem 4-gyel, mivel szomszédos péaros szamok. Ezért (és
p > 3 miatt) két eset lehetséges:

vagy pP—1=2-37 és pt4+1=2¢"1
vagy pt—1=2v"1 és pr+1=2-3%

Az els6 esetben a két egyenletet egymasbol kivonva és 2-vel egyszertsitve a (3) tipusa
22— 1=3"

egyenletet kapjuk, amelynek egyetlen természetes szamokbol 4ll6 megoldasa y =4, z =1 ésezért p=7, z = 1.
A masodik esetben az elébbihez hasonlé modon a (2) tipusa

27241 =3
egyenlet adodik, amelyb6l két megoldast kapunk:
y=3, z=1, amelybsl p=5 x=1,
és
y=>5, z=2, amelybsl p=17, z=1.
Azon kiviil, hogy ¢Y-t és r*-t még minden esetben felcserélhetjiik egymaéssal, tobb lehet&ség nincs.

A keresett szamok tehat a kovetkezdk:

plx|a |y ||z
2 |2 3| 1|51
2 |2 |5 | 1|31
2 |3 3| 2|71
2 | 3| 7| 1] 3]2
3|12 |1]2]2
3|12 2|21
3022|451
p x| a|y |r]|>=
3125|124
T 12 4]3]|1
713 1] 2|4
50112 ]3]3]|1
5013 |1] 2|3
17 | 1| 25|32
17| 1|32 |2]5

Megjegyzés. Ha a természetes szadmok kozé a nullat is bevessziik, még a kovetkez6 megoldasokat kapjuk:

p | q Y T z
2 1 3 1 tetszoleges 0
2 1 tetszbleges 0 3 1
3 1 2 3 tetszoleges 0
3 1 tetszoleges 0 2 2
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