1. Oldjuk meg a kévetkezd egyenleteket a valds szamok halmazdn:
. ™ . ™ . s ™
a)  sin (3:10— g) = sin (2:10—}— E) ; b)  sin (3:10— g) = Cos (§ —2:10) ;
5 5
c) cos <333 - %) = sin (2:1: + %) ; d) cos <% — 3:1:> = cos (295 — g) .

Megoldas. Ismeretes, hogy sin a = sin § pontosan akkor teljesiil, ha v = 8 + 2k7 vagy a = m — 8 + 2km, k € Z.
m
A sina = cos ( 5~ a) és a cos a = cos (—a) azonossagok alkalmazéasaval adodik, hogy az egyenletek ekvivalensek,
igy
T o7

3x—%=2x+g+2kw vagy 396—5:?—2904—2]%,

azaz

7
x=g+2k7r vagy x:3—g+2k7r, ke Z.

2. Oldjuk meg a
Ve+vVr—4da+4=2

egyenletet a valds szamok halmazdn, ahol a valds paraméter.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy van megoldas. Ekkor (\/CE —4da + 4)2 = (2 — \/5)2, amib6l z = a?, azaz, ha van
megoldas, akkor = a? a megoldas. Ez akkor megoldas, ha kielégiti az egyenletet, azaz

Va2 + Va2 —da+4=2, la| 4+ |a — 2] = 2.

Ha a < 0, akkor —a 4+ 2 — a = 2, a = 0, tehat nem megoldas; ha 0 < a < 2, akkor a + 2 — a = 2, teh4t minden ilyen

a-ra megoldas; ha a > 2, akkor a +a — 2 = 2, a = 2, tehat nem megoldés.

Az egyenletnek 0 < a < 2 esetén van megoldasa és a megoldas = = a.

3. Az ABC' derékszégi haromszig AB dtfogdjihoz tartozé magassig CD. Az ACD, illetve BCD hdromszogekbe
irhatd kor sugara o1 = 3, illetve oo = 4. Szamitsuk ki az ABC hdromszdgbe irhaté kor sugardt.

Megoldas. Az ACD, a CBD és az ABC' derékszogi haromszogek hasonlok, igy a megfelel§ szakaszok aranya
egyenld, igy van olyan k aranyossagi tényezs, hogy AC = k-3, BC =k-4 és AB = k- o, ahol g az ABC haromszogbe
irhato kor sugara. A Pitagorasz-tétel alkalmazasaval

k2. 0% = 9k? + 16k2, 0% = 25, 0=5.
Az ABC haromszog beirhaté korének sugara 5. (Ilyen haromszog létezik, AC = 15, BC = 20, AB = 25.)

4. Az ABC hdromszég B, illetve C csticspontjin dthalado sulyvonal egyenlete 3z + 5y = 10, illetve 3x — 2y = 3.
A hdromszog egyik csicspontja (—3;1). Szdmitsuk ki a mdsik két csicspont koordindtdit.

Megoldas. Mivel a (—3;1) pont nincs rajta a megadott stlyvonalakon (nem elégiti ki az egyenletiiket), azért

5
A(-3;1). A két salyvonal metszéspontja a haromszog sulypontja: S(g; 1). Legyen a BC oldal felez6pontja A;. Mivel
— 14
ﬁ =254, és ﬁ = (3;0), azeért
- 7 - ? = 5 7
SA| = 5;0 és OA; =05+ 54, = 5;1 + 5;0 = (4;1),

tehat A1(4; 1)

A 3z 45y = 10 egyenleti sp silyvonal egy tetsz6leges pontja x = bt, y =2 —3t,t € R, a 3x — 2y = 3 egyenletd s¢
sulyvonal egy tetszoleges pontja z = 1 4+ 2v, y = 3v, v € R. Mivel A; a BC oldal felezGpontja, azért 5t + 1 4+ 2v = 8
és 2 — 3t + 3v = 2, ahonnan t = v = 1. Igy B(5; 1) és C(3;3).

(A feladat természetesen mas modokon is megoldhato.)

5. Oldjuk meg a kévetkezd egyenleteket a valds szdmok halmazdn:
a) 126 —2)+21g%(@+1) =3(1g(5 — 2)) (lg (z + 1)),

b) 3xFL 4 32E — gy glte—VE, ¢) 2sin®z —2sin®zcos?x 4+ 4costz = 1.

Megoldas. a) Legyen lg (5 — 2) = a, lg(z + 1) = b. Ekkor a® + 2b> = 3ab, ahonnan a = b vagy a = 2b, azaz
lg(6—z)=lg(x+1) vagylg(b—xz) =2lg(z+ 1) és —1 < = < 5. Az els6 egyenletb6l 5 —x =z + 1, x1 = 2 és ez



valoban megoldds. A mésodik egyenletbdl Ig (5 — ) = 21lg(z + 1), 5 — x = (z + 1), ahonnan x5 = 1, 23 = —4. Az
2 = 1 megoldéas, az z3 nem. )
b) Legyen 3% = a, 37 V® = b. Azonos 4talakitdsokkal és rendezéssel a® — 4ab + 3b%> = 0, a = b vagy a = 3b. Igy

_1+\/5 (V& >0), z0 = 3_2\/5- Az

3% =37V yagy 3 =3'"V® azaza = —rvagy x =1 —z, 11 = 0; VI =
egyenlet megoldasa x; és xa.

¢) A trivialis 1 = (sin® z + cos® :1:)2 azonossagbol 1 = sin®z + 2sin? z cos? x + cos’ z. Ezt alkalmazva a sin® z —
4sin® z cos? & + 3cos* z = 0 egyenlethez jutunk. Ha cos?z = 0, akkor sin? 2 = 1, igy nincs megoldés, csak olyan x
lehet megoldas, amelyre cos? z # 0. Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat (cos® x)-szel. Ekkor a tg 2z —4tg?z+3 =0
egyenletet kapjuk, ahonnan tg? z = 1 vagy tgx = 3, azaz tgz = 1 vagy tgz = —1 vagy tgx = V3 vagy tgz = —V/3.
A megoldasok:

1k :g—#k%, keZ; xon, :g—l—mr, n € Z; .Ig)m:—%—Fmﬂ', m € 7.

6. Mely n egész szamokra lesz a
18nx + 36z + 12n + 6n?

3n2x + 15nx + 182z + 6n + 5n? + n3

kifejezés értéke egész szdam, ha x tetszdleges egész szamot jelenthet?

Megoldas. A tortkifejezés szamlalojat és nevezdjét alakitsuk szorzatta:

6(n+2)(3z4+n) 6
(n+2)(n+3)(3x+n) n+3’

ahol n # —2 és n nem lehet 3 tobbszorose (n # —3, n # —3x, x € Z.)

A kifejezés értéke akkor egész, ha n + 3 osztdja 6-nak és n # —2, n # —3x.

Han+3=-1,n+3=2vagy n+ 3= -2, akkor n = —4, n = —1 vagy n = —5 és ezek a megoldasok.

Ha n+3 értéke 1, 3, —3, 6 vagy —6, akkor n = —2 vagy 3-nak t6bbszorose, igy ilyen n nem felel meg a feltételeknek.
n = —1 esetén a kifejezés értéke 3, n = —4 esetén —6, mig n = —5 esetén —3.

7. Az

3 1
a:2—|—(2p—1)3:—|—§p2—5p+1:0

egyenlet valds gydkeinek négyzetdsszege a valds p paraméter mely értékeinél a legkisebb, illetve a legnagyobb? Mennyi
ez a legkisebb, illetve legnagyobb érték?

Megoldas. Az egyenletnek akkor valosak a gyokei, ha diszkrimindnsa nem negativ:

3 1
D=(2p—-1>-4 (§p2 —5p + Z) = —2p> +16p=2(16 — (p — 4)*).

D>0,ha(p—4)° <16, -4 <p—4<4,0< p<8. Most

3 1 17
FP) = (z1 + 22)% — 2120 = (2p — 1)* — 2 (5292 —op + Z) =(p+3)° - 5

2 17

Az f fiiggvény a 0 < p < 8 értékekre értelmezett és f(p) = (p+ 3) 5

Mivel 3< p+3<11, 9< (p+3)° <121, igy

< f(p) <1125,

N | =

1
A fliggvény legkisebb értéke > amit a p = 0 helyen vesz fel, a legnagyobb értéke 112,5, amit a p = 8 helyen vesz fel.
(Az f fiiggvény az adddo intervallumon szigorian monoton névekvé.)
8. Az ABC hdromszég AB oldaldn levé K, a BC oldaldn levé L pontokra 3AK = KB, illetve BL = LC. Az AL
és CK szakaszok metszéspontja Q.

a) Hdanyadrésze az ABC hdromszdg teriletének az AQB, illetve a BQC' hdromszig terilete?
b) Milyen ardnyban osztja a Q pont az AL, illetve a CK szakaszt?

Megoldas. Kossiik 6ssze a Q@ pontot B-vel. Jelolje ¢1 az AQK héaromszog, to a QBL haromszog, t a QCA
haromszog, T pedig az ABC haromszog teriiletét. A feltételbdl kovetkezik, hogy a K QB haromszog teriilete 3¢, a
QLC héaromszog teriilete to, valamint

T 3 T
— =4t t -T =3t 2t ¢ — =t+1.
5 1+ to, 1 1+ 2ty es 1 +t1



8
8t1 + 2ty = 4t1 + gtz, amibsl ty =6ty, T =20t;, T = gtg.

0) tagp _ 41 1 teoc _ 2> 3
tapc 20t; 5 tapc Wty 5

1 3
atagp teriilet az ABC haromszog teriiletének 3 része, a tpgc teriilet az ABC haromszog teriiletének 5 része. Adodik,

hogy t = 4t;.

’ AQ_t a2 . CQ_t i,
QL to 6t1 3 QK tl tl .



