I. rész

1. Hatdrozzuk meg azon négyzet csicspontjainak a koordindtdit, amelynek hdrom csicsa illeszkedik az x° — 6z —
5y + 4 = 0 egyenletd paraboldra, és dtloi pdrhuzamosak a koordindta-tengelyekkel.

a) Mekkora a négyzetbe irt kér terilete?

b) Hdny rdacspontja van a zdrt kérlapnak? (11 pont)

Megoldas. Az 2 — 6x — 5y + 4 = 0 parabola egyenletét alakitsuk a kovetkezéképpen:
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Csucspontja leolvashato: C(3;—1). A négyzet oldalegyenese 45°-os szoget zar be az x tengellyel, és atmegy C-n,
ezért egyenlete y = = — 4. Masodik metszéspontja a parabolaval D(8;4), tehat B(—2;4) és A(3;9). A négyzet atloja
5
10 egység, igy oldala 5v/2, ami a keresett kor atmérsje. A négyzetbe irt kor teriilete 7 = Tﬁ A kor egyenlete
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Az y = 4 és az x = 3 egyeneseken a korben 13 racspont van, egy negyedkérben még 6 tjabb racspont, tehat
Osszesen 37 racspont van a zart korlapon. (Tulajdonképpen azt kell leszamolni, hanyféleképpen adhat két egész szam
négyzetosszege 12,5-nél kisebbet.)

2. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valds szdmok halmazdn:
1— a2 — gt =g0’e, (12 pont)

Megoldas. Mivel 0 < sinz < 1, azért a jobb oldal értékkészlete 1 < 45“‘% < 4. A bal oldal értéke legfeljebb 1
lehet, és az is csak akkor, ha x = 0. Ez az egyetlen megoldasa az egyenletnek.

3. Az aldbbi tadblazat a fogyasztoi drindex alakuldsdt mutatja néhdny orszdgban 1995-1999 kozott:

) valtozas az el6z6 évhez képest, %
Orszag 1995 1996 1997 | 1998 1999
Ausztria 2,3 1,5 1,3 1 0,6
Franciaorszag 1,7 2 1,2 0,8 0,6
Lengyelorszag 27,8 19,9 14,8 11,6 7,3
Magyarorszag 28,2 23,6 18,3 14,3 10
Nagy-Britannia 3,4 2.4 3,2 3,4 1,6
Németorszag 1,8 1.4 1,9 1 0,6

a) Ertelmezziik, mit jelent Ausztridndl az utolsd két oszlopban taldlhaté 1 és 0,6 szdm.

b) Ha valaki 1994-ben 34 000 forintot az dgynemd kozé rejtett, hdany forintnak felel meg a vdsdridereje 1999-ben?

¢) Nagymami 200 000 forintot akar diplomaajindékként az unokdjinak adni 1999-ben, amikor végez. Mennyi pénzt
tett a sikeres felvételi vizsga hirére 1994-ben abba a bankba, amelyik — mint utébb kiderilt — pontosan a fogyasztoi
drindezszel megegyezd kamatot adott 1994 és 1999 kizdtt? (14 pont)

Megoldas. a) Azt jelenti, hogy a fogyasztoi arak atlagosan az el6z6 évinek 1,01-; illetve 1,006-szeresei lettek.



1
b) Az 1994-es forint 1995-ben mar csak az eredeti Osszeg ——g5-szorosat érte, és hasonlo gondolatmenettel
100
kiszamithato, hogy az 1994-ben elrejtett 34 000 Ft vasarloértéke 1999-ben
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34 000 - =14 426

forint 1994-es vasarloértékének felelt meg.
¢) Nagymami ezresre kerekitve 85 000 forintot tett 1994-ben a bankba, szamitas az el6z6 modon.

4. Az ABC szabdlyos hdromszog alapi, D csucsu gula alapélei 18 cm, oldalélei 6v6 cm hossziak. Fektessink az
AD éllel pdrhuzamos sikot az AB és AC élek felezdpontjain dt.

a) Szamitsuk ki a sikmetszet teriletét.

b) Mekkora szdget zdr be a metszd sik az alapsikkal? (14 pont)

Megoldas. Az AD éllel parhuzamos és az AB és AC' élek felezGpontjain atmend sik az ABD és ACD sikokat az
AD-vel parhuzamos koézépvonalakban metszi. A metszetnégyszog paralelogramma, melynek atloi a szimmetria miatt
egyenl6k, ezért ez téglalap.

a) A téglalap teriilete t = 9 - 3v/6 = 27V6.
b) A sikmetszet parhuzamos az AD éllel, ezért az alapsikkal bezart szogiik egyenls. Mivel D vetiilete az ABC
szabalyos haromszog silypontja, azért

6v/3 .
cosa = ——=, «a =45

61/6

II. rész

5. Egy 16 fds csoportban a kémia dtlag 3,81 volt (két tizedesre kerekitve). Tudjuk, hogy senki sem bukott meg.

a) Legfeljebb hdanyan kaphattak kettest?

b) Biztos-e, hogy volt valakinek dtise?

¢) Hanyféleképpen lehetett pontosan 11 darab négyes?

d) Igaz-e, hogy ha a mddusz 4, akkor a medidn is 47 (16 pont)

Megoldas. Az osztalyzatok Osszegére (x) teljesiil, hogy 3,805 - 16 < z < 3,815 - 16. Egyetlen egész esik a kivant
intervallumba, a 61.

a) Legfeljebb hatan, mert hét kettesnél a maradék 9 osztalyzat Osszege 47 kellene legyen, ami lehetetlen. Ha hat
kettes, egy négyes és kilenc 6tds volt, akkor a feladat minden feltétele teljesiil.

b) Nem. Lehetett példaul 3 db harmas és 13 db négyes.

¢) A 11 négyes mellett nem lehetett a maradék 5 dolgozat mindegyike harmas vagy annal gyengébb, mert az
legfeljebb 15 pont a sziikséges 17 helyett, ezért biztosan volt 6t6s. Ha egy darab 6tds volt, akkor 4 darab harmas
kellett legyen, mig két 6t0s esetén egy harmas és két kettes osztalyzattal jon ki a 17 pont.

d) Igaz. Ha a modusz 4, akkor abbol legalabb 6t darab van, kiilonben minden osztalyzatbél 4 db lenne, de annak
az atlaga 3,5. Ha a medidan nem 4, akkor a nagysag szerinti nyolcadik—kilencedik helyen csak harmas és négyes vagy
négyes és 0tos allhat. Ez utébbi eset nem lehet, hiszen akkor az utolsé 8 hely mindegyikén 6tos all, de akkor ez a
modusz; az elsd eset pedig azért lehetetlen, mert akkor az utolsé 8 szam Osszege legfeljebb 5-4 43 -5 = 35, igy az els6
8 osztalyzat Osszege legalabb 26 kellene legyen, ami még 8 - 3-nél is tobb.



6. Egy derékszogi haromszog beirt kérének sugara, kéril irt korének sugara és a kerilete egy mértani sorozat hdrom
egymdst kévetd tagja. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a két hegyesszog tangensének dsszege 4. (16 pont)

Megoldas. Legyen a derékszogi haromszog beirt korének sugara r, koriil irt kérének sugara R, befogdi a és b,
a+b—c

atfogoja c. Mivel kiils§ pontbol egy korhoz hizott érintészakaszok egyenldk, r = — és R = g a Thalész-tétel
miatt. Felhasznéaljuk a mértani sorozat tulajdonsigét és a Pitagorasz-tételt:

2 h—
(%) = <%> (a+b+c), & =a? + b2

Rendezve az a® — 4 ab + b? = 0 egyenlethez jutunk. Osszunk b*-tel. Ekkor tg o = %—re mésodfoki egyenletet kapunk,

amelynek két gyoke tg o = 2 +v/3. Ez a két szam egymas reciproka, ezért az egyik az egyik hegyesszognek, masik a
mésik hegyesszognek a tangensét adja, és a ketts Osszege valoban 4.

7. Egy viztorony (P) tdvolsdgdt kell az 1 : 250 000 ardnyi térkép segitségével az A falutdl meghatdrozni. Ehhez két
falu (B és C') A-tdl vald tdvolsdgdt ismerjik a térképen: AB = 17,2 cm, AC = 20,0 cm. Lemértiik tovdbbd, hogy

APB< =83°, APC<«=130° és BAC< =65

Mekkora az AP tdvolsdg a valésdgban? (16 pont)

Megoldas. Az adatok 3 értékes jegyet tartalmaznak. Jeloljik a PAB szoget p-vel. Ennek segitségével kifejezhetck
az ABPC' konkiv négyszog szogei. Felirva két szinusz-tételt az ABP és ACP héaromszogekre, majd a két egyenletet
egymaéssal elosztva egy trigonometrikus egyenletet kapunk ¢-re. Ennek csak a hegyesszogli megoldasa értelmes a
példaban. Ezutan AP szakasz kiszamolhatd. AP = 13,46 cm. Figyelembe kell azonban venni a térkép méretaranyét,
igy a valésdgban 33,65 km a tavolsag.

8. Hatdrozzuk meg azt a harmadfoku fiigguényt, amelyik a kévetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:
a) Belilrél érinti az z? +y =4 gorbét az x = 0 pontban.
b) A két gorbe metszi egymdst az x = 2 pontban.
4
c) A két gorbe kozé zart terilet a [0;2] intervallumban 3

Irjuk le a harmadfoki fiigguény menetét. (16 pont)

Megoldas. A harmadfoku fiiggvenyt keressiik z — az® + bx? + cx + d alakban:

Erinti az 2° + y = 4 gorbét az 2 = 0 pontban, ez két dolgot jelent:

— Illeszkedik ra a (0;4) pont, tehat d = 4 és

— A (0;4) pontban kozos a két gorbe érintGje, tehat a keresett fiiggvény derivaltja a nulla helyen nulla, ahonnan
c=0.

A két gorbe metszi egymast az x = 2 pontban, ezért 8a +4b+4 = 0.

4
A ket gorbe kozé zart teriilet a [0; 2] intervallumban 3" Mivel a harmadfoka gorbe beliilrél érinti a mésodfokut, ezt

a terliletet az alabbi integral szamitja ki:

2 2

4

/(—:E2+4)dx—/(a:103+bx2+4)dx=§,
0 0

ahonnan 3a + 2b = —3.



A keresett fiiggvény tehét
za® =322 +4=(z+1)(z—2)>°

A fiiggvény menete leolvashato az dbrdrdl.

9. Egy 9 tagi tdrsasdg felszdll a hdarom kocsibol dll6 HEV szerelvényre, de a nagy tolongdsban a tdrsasdg minden
tagja csak azt nézi, hogy feljusson valamelyik kocsira, nem torddik azzal, hogy a tdrsai melyik kocsiba szdlltak.

a) Mennyi a valdszinidsége, hogy mindhdrom kocsiba a tdrsasdg 3-3 tagja szdllt?

b) Mennyi a valdszinisége, hogy a hdrom kocsi kézil legaldbb az egyikbe nem szallt fel senki a tdrsasdyg tagjai kozil?

¢) Mennyi a valdszinidsége, hogy a hdrom kocsi kézil legaldbb az egyikbe legfeljebb egy ember szdllt fel a tdrsasdg-
bol? (16 pont)

Megoldas. Az, hogy valaki az elsG, masodik, harmadik kocsiba szallt, felfoghat6 ugy, hogy kivalasztotta az 1, 2,
3 elemek valamelyikét. Az Osszes esetek szama ezért 3°.

a) Annak a valosziniisége, hogy mindharom kocsiba a tarsasag 3-3 tagja szallt, olyan sorozat valoszintségének felel
meg, amelyben mindharom elem 3-szor szerepel:

9!
_ 3B

b) Ez a valoszintség tgy tekinthet6, hogy a sorozat minden eleme csak elre meghatarozott kett6 lehet. Vigyazni
kell azonban arra, hogy ne szamoljuk tobbszor azokat az eseteket, amikor mindenki ugyanarra a kocsira szallt.

()2° -3
p= 30 = 0,07788.

¢) Ha a harom kocsi koziil legalabb az egyikbe legfeljebb egy ember szallt fel, akkor azok a rossz esetek, amikor
minden kocsiba legalabb ketten szélltak, vagyis ha az emberek eloszlasa 2-2-5, vagy 2-3-4, vagy 3-3-3. A keresett
valosziniiség ezért
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1 — 21215 392!3!4! 318 _ 0,4153.
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