1. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet és egyenldtlenségeket a valds szamok halmazdn:

a) |z — 2|+ |z 43| =|(z — 2) + (z + 3)|;
b) |z — 2|+ |z 4 3| > |22 + 1|;
c) |z — 2|+ |z + 3| < |2z +1].

Megoldas. |a| + |b| = |a + b| pontosan akkor teljesiil, ha ab > 0; |a| + |b] > |a + b| pontosan akkor teljesiil, ha
ab <0, |a| + |b] < |a + b| pedig soha nem teljesiil. A megoldasok:

a) (x —2)(x+3) >0, azaz * < —3 vagy « > 2,

b) (x —2)(x+3) <0, azaz -3 < x < 2,

c¢) egyetlen z-re sem teljesiil.

2. Egy hirtrapéz dtloi merdlegesek eqgymdsra. A hirtrapéz terilete 16 cm?. Szdmitsuk ki a hirtrapéz magassagdnak,
kézépvonaldnak és dtléinak hosszdt. Kiszdmithatok-e az adatokbdl az oldalhosszisdagok?

Megoldas. Az atlok merdslegességébdl kovetkezik, hogy az atlok a parhuzamos oldalakkal 45°-os szOget zarnak
be. Igy a trapéz magassaganak hossza megegyezik a kozépvonal hosszaval és az atlo hossza a magassag hosszanak
V2-szbrose. Ha a trapéz magassaga m, kozépvonala k, atldéinak hossza e, akkor K = m, e = mV2, a trapéz teriilete
T =m? Igy m?> =16 cm?, m =4 cm, k =4 cm és e = 4v/2 cm. Végtelen sok ilyen trapéz van, igy az oldalak hossza
nem hatarozhat6 meg.

3. Melyek azok az (x;y;z) szdmhdrmasok, amelyek kielégitik az x +y =4, xy = 22 + 22 + 5 egyenletrendszert?
Megoldas. Az els egyenletbsl y =4 — z, igy (4 —x) = (2 + 1)2 +4,
(1) 0=a?—dz+4+ (z+1)°

tehat (x — 2)2 +(z+ 1)2 = 0, ami pontosan akkor teljesiil, ha * = 2, z = —1 és ekkor y = 2. Az egyenletrendszert a
(2;2; —1) szamharmas elégiti ki.

4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:

a) ;v—l—y:g, b) 2cosz = V2,
sina:—|—cosy:\/§. sin:z:—l—cosy:\/i

. Ha

[

Megoldas. a) Az els6 egyenletbol y = g —x, igy cosy = cos (g — 3:) = sinz, tehat 2sinz = V2, sinz =

Tin = g + 2nm, akkor y1,, = g —2nm,n € Z; ha xo ), = Iﬂ- + 2k, akkor yo 1 = —% — 2km, k € Z.
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b) Az els6 egyenletbdl x = g+2k7r vagy T = —% +2km, ke Z . Hazx = g+2k7r, akkor sinz = g, igy cosy = \/7_,

Y = g +2nm, vagy y = —% +2nm, n € Z. Ekkor a megoldasok: z1 3 = %—i— 2km, y1,n = g +2nm, vagy To = %—i— 2k,

2
Yo,n = —g +2nm, k,n € Z. Ha x = —% + 2km, akkor —g + cosy = V/2, tehat ekkor nincs megoldas.

5. Az elsd n, 3-mal osztva 2 maradékot ado szam 0sszegét osszuk el az elsd n, 4-gyel osztva 1 maradékot ado szdm

8
dsszegével. Mekkora n, ha a hanyados §?

Megoldas. Az n-edik pozitiv egész szam, amelyik 3-mal osztva 2-t, illetve 4-gyel osztva 1-et ad maradékul, a

2+ B3n—-1 14+ (4n—3 3 1
3n — 1, illetve a 4n — 3. Az els6 n ilyen szam Osszege % - n, illetve M - n, a hanyadosuk 4n + 5"
n—
A feltétel szerint s+l 8
n
= — h, == .
Pt tehdt n=>5

6. Allapitsuk meg, hogy az m valds paraméter mely értékeire lesznek a 2% + 2ma +m? — 1 = 0 egyenlet gyokei
valdsak, és hatdrozzuk meg ezekre az m értékekre az f(m) = 2(x1 + x2 + x122 + 1) kifejezés legkisebb és legnagyobb
értékét, ahol x1 és xo az adott egyenlet megolddsai.

Megoldas. Az adott egyenlet diszkriminansa

D=4m?—-4-2(m*-1)=42-m?), D>0, ha —vV2<m<V2



Mivel x1 +x9 = —m és x1x2 =

m2—1

f(m):2(—m+ +1) = (m—1)°.

Mivel —v2 <m < V2, azért =1 —vV2<m—1< 142, gy 0< (m—1)* < (1+v2)".
f(m) legkisebb értéke 0, amit m = 1 esetén vesz fel, a legnagyobb értéke (1 + V2 )2, amit az m = —v/2 helyen vesz
fel.

7. Igazoljuk, hogy az a, b, c oldali hdromszdg c oldaldval szemkdzti v szdg pontosan akkor (akkor és csak akkor)
120°, ha

1
4s(s —c¢) = ab, ahol s= §(a—|—b—|—c).

Megoldas. Ha 4s(s — ¢) = ab, akkor 25(2s — 2¢) = ab, azaz (a + b+ c)(a + b — ¢) = ab, ahonnan ¢* = a® + b* + ab.
A koszinusztétel alkalmazasaval ¢ = a® + b? — 2abcosy, igy —2cosy = 1, cosy = 5 1= 120°.
Ha v = 120°, akkor ¢ = a® + b? — 2abcos 120°, azaz
A =a’+b>+ab; —ab=a%+b* -2,
tehat 2ab — ab = a® + 2ab + b* — ¢*, azaz
ab=(a+b> - =(a+b+c)la+b—c)=2s(25—2c),
igy valoban ab = 4s(s — ¢).

8. Az n(—1;1) vektorra merdleges g egyenes az ordindta tengelyt a C, az y = (x — 2)2 + 1 egyenletd paraboldt
az A és a B pontokban metszi. Allapitsuk meg a g egyenes egyenletét, valamint az A és B pontok koordindtdit, ha

[AB| = 3-|AC].

Megoldas. A g egyenes egyenletét —x + y = ¢ (¢ € R) alakban keressiik, tehat y = z + ¢, tehat C(0; ¢). Legyen az
A, illetve a B pont abszcisszdja 1, illetve xo, akkor A(xz1;21 + ¢), B(xa; 22 + ¢). Az A és B pontok koordinatait az
egyenes és a parabola egyenleteibdl alkotott egyenletrendszer megoldasaként kapjuk, azaz x; és xy az

(z—2°+1=z+c, > —b5r+5—c=0
egyenletek gyokei. A feltételbdl kovetkezik, hogy AB? =9 - AC?, tehat
(20 — 1) 4 (20 —21)> = 9(a? + 22), azaz (19— 1) = 9272,
tehdt zo — x1 = 3x1 vagy xo — x1 = —3x1; xo = 4dxy vagy xo = —2x1. Mivel 1 + x5 = 5 és x1x9 = 5 — ¢, azért
b5x1 =5, ;1 =1, x29=4, 1-4=5—-¢, c=1,

vagy
—x1=5, x1=-5 x2=10, (=5)-10=5-—¢, ¢=D55.

Ha ¢ = 1, akkor a g egyenes egyenlete y = = + 1 és A1(1;2), B1(4;5). Ha ¢ = 55, akkor a g egyenes egyenlete
y =x + 55 és Az(—5;50), B2(10;65). Ezek valoban megoldasok.



