II. kategoria: Altalanos matematika tantervii gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulo

1. Hagyjunk el az 1,2,3,...,24 szamok koziil néhényat gy, hogy a megmaradtak szorzata a lehets legnagyobb
kobszam legyen. Legalabb hany szamot kell elhagynunk?

2. Bizonyitsuk be, hogy ha n 1-nél nagyobb egész, akkor

s (1 1) (1 D) (10 ) <o

3. Az ABC héaromszog AC oldalaval parhuzamos e egyenes és a BC oldalaval parhuzamos f egyenes felezik a
haromszog teriiletét; e és f a P pontban metszik egymést; az e egyenes az AB oldalt a (Q pontban, f az R pontban
metszi. Hatarozzuk meg az ABC és a QPR haromszogek teriiletének az aranyat.

C
f e
D S
P
T Y z
A Q R B
4. Allitsuk el6 az a1, as, ..., ay, ... sorozat a, tagjat csupan n felhasznalasaval, ha tudjuk, hogy a1 =1 és a1 =

na, +n* —n —1 (n pozitiv egeész).

5. Adott a k kor és annak egy AB atmérGje. A ki és ko korok az AB altal meghatarozott egyik félkor belsejében
helyezkednek el; k1 a k kort a P pontban, AB-t a () pontban érinti; ugyanigy ko a k kort az S, az AB-t pedig az R
pontban érinti. Bizonyitsuk be, hogy a PQRS négyszdg hirnégyszog.

Masodik fordulo

1. Az ABCD paralelogramma, egyik szoge 30°-0s, AB = a, BC = b. A paralelogramma csicsaiban sikjara merc6-
leges, egyiranyt félegyeneseket &llitunk; az A-ban, illetve C-ben allitott merdlegeseken ugy jeldljiik ki az A, illetve
C’ pontokat, hogy AA’ = a, CC' = b teljesiiljon. Az A'C’ egyenest tartalmazo6 sik a B-ben, illetve a D-ben allitott
merdleges félegyeneseket a B’, illetve a D’ pontokban metszi.

Mekkora annak a siklapokkal hatarolt konvex testnek a térfogata, amelynek cstcsai A, B, C, D, A’, B', C', D'?

2. Legyenek n és a pozitiv egészek, a > 1. Bizonyitsuk be, hogy ¢®™ 4+ a™ + 1 nem lehet primszam.

3. Egy héaromszog oldalai: a, b, ¢, a veliikk szemkozti szdgek rendre «, 5, v; a koré irt kor sugara R. Mekkorak a
acosa+bcosf+ccosy  a+b+c

asin B + bsin~y + csin« 9R

haromszog szogei, ha a fenti adatok kozott az Osszefiigges 4all fenn?
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4. Az z, y, z nemnegativ valos szamok kielégitik az 22 + 3% + 22+ + 2y + 32 = 7 egyenletet.

A) Mekkora az x + y + 2z Osszeg maximuma?

V22 -3
5

B) Bizonyitsuk be, hogy © +y + z >

Harmadik (d6nt6) forduld

1. Az ABC haromszég AB oldalat kiviilrsl érinté hozzairt kor az AB-t a C’ pontban, a BC oldalt kiviilrsl érints
hozzairt kor BC-t az A’ pontban és a C A oldalt kiviilrsl érint6 hozzéirt kér CA-t a B’ pontban érinti. Az A, B, C
csticsokbol induld magassagok felezGpontjai rendre X, Y, Z. Bizonyitsuk be, hogy az X A’) Y B’ és a ZC’ egyenesek
dtmennek a beirt kor kozéppontjan.

2. Legyen n > 2 egész szam. Jeloljiik a,-nel a legnagyobb olyan n-jegyt pozitiv egész szamot, amely nem allithato
el6 sem két négyzetszam kiilonbségeként, sem pedig két négyzetszam Osszegeként.

a) Adjuk meg a,-et n fiiggvényében.

b) Hatarozzuk meg azt a legkisebb n értéket, amelyre a,, jegyeinek a négyzetOsszege négyzetszam.



3. Egy ABCD szabalyos tetraéder harom lapja fehér, a negyedik, a D cstuccsal szemkozti lapja fekete, és a tetraéder
az S sikon ezen a fekete lapjan all. A tetraédert gordithetjiik, azaz az S sikon egyik éle koriil elforgatva az erre az élre
illeszkedd maésik lapja fekszik ra az S sikra.

Néhany gordités utan a tetraéder a kiindulasi helyén &ll. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az S sikon levé lapja nem
lehet fehér.

II1. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulo

1. Jelolje V egy téglatest térfogatanak mérdszamat kobcentiméterben mérve, F' pedig a felszinének mérdszaméat
négyzetcentiméterben mérve. Mennyi a lehetd legkisebb térfogata egy olyan téglatestnek, amelyre V' = 10F?

2. A H haromszoget daraboljuk fel a Hiy, Ho,. .., H, részharomszogekre. Jelolje o, illetve a o; a H, illetve H;
haromszog beirt korének a sugarat. Mutassuk meg, hogy 0 < 01 + 02 + ... + 0n.

3. Az ABC haromszog A cstcsabol a B és C' cstuicsokbol indulé belsd szogfelezGkre bocsatott merdlegesek talppontjai
legyenek A; és As. Ugyanigy értelmezziik a By és By, valamint Cy és Cy talppontokat is. Bizonyitsuk be, hogy az
A1 Ay 4+ B1Bs + C1C5 6sszeg egyenls a haromszog félkertiletével.

4. Két zsakban piros és fehér golyok vannak. A kisebbikben 20 piros és 20 fehér, a nagyobbikban 1005 piros és
995 fehér golyd taldlhato. Tetszésiink szerint kivalasztjuk az egyik zsékot, ebbdl kihtzunk egy golyot, megnézziik és
felretessziik, majd ismét tetszésiink szerint kivalasztunk a két zsak koziil egyet, és kihtizunk belGle egy golyot. Milyen
stratégiaval érhetjiik el, hogy a két kihuzott goly6bol a lehets legnagyobb valoszintiséggel legyen legalabb az egyik
piros?

5. Megadhato-e 2002 kiilonbo6zé pozitiv egész ugy, hogy koziiliikk barmelyik két kiilonbozének a kiilonbsége abszolit
értékben megegyezzék a legnagyobb kozos osztdjukkal?

Masodik (dontg) forduld

1. A sik egy H ponthalmazat nevezziik szépnek, ha H barmely haromelemt részhalmaza tengelyesen szimmetrikus.
Igazoljuk az alabbi két allitast:

a) Egy szép halmaz nem feltétleniil tengelyesen szimmetrikus.

b) Egy 2003 elemi szép halmaz pontjai sziikségképpen egy egyenesre esnek.

2. Egy adott 2003-szdg minden cstcsat pirosra, kékre vagy zoldre szinezziik tgy, hogy szomszédos cstcsoknak nem
lehet azonos a szine. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

3. Legyen ¢ rogzitett pozitiv egész, és jelolje fi(n) azoknak a k pozitiv egészeknek a szaméat, amelyekre 1 < k <n

k k
és (t) paratlan. (Ha 1 < k < ¢, akkor (t) = 0.) Bizonyitsuk be, hogy ha n elég nagy kettShatvany, akkor

ahol az r egész szam csak a t-t6l fiigg, az n-t6l nem.



