Oktoberi szamunk I. 59.-es informatika feladataban n-agu szabalyos csillagokat kellett rajzolni, mégpedig az 0sszes
lehetségeset. Ezeket ugy kapjuk, hogy a szabalyos n-szog (n > 5) egyik csucspontjaboél indulva minden k-adikat
Osszekotjiik, amig vissza nem ériink a kiindulasi pontba (1. d@bra). Csak azok az elfogadhaté megoldasok, ahol valoban
csillag keletkezik.

2k.

1. dbra

Definicié [1]. A szabdlyos csillagsokszoget a sik véges sok szakasza alkotja, ha minden végpontjuk két szakasz
kozos végpontja, és talalhato hozzajuk olyan egybevagosig, amely a szakaszok egyikét egy tetszGlegesen eldirt masikra
fekteti, s amely a teljes alakzat helyét nem valtoztatja meg. A szabdlyos sokszdguonal is ilyen alakzat, de ezt nem
nevezziik szabalyos csillagsokszognek. Egy szabélyos sokszognek a kozépponttol egyenls (0-tol kiilonbozs) tavolsagra
levé atloi szabalyos csillagsokszoget alkotnak.

Tekintsiik azt a szabalyos csillagot, amelyet tgy kapunk, hogy a szabalyos 6tszogre alkalmazzuk a definicié masodik
részét (2a. dbra).

2a. dbra

Erre a csillagttszogre valéban igaz, hogy barmely két szakaszédhoz taldlhato egybevagdsag: vagy forgatassal, vagy
tengelyes tiikrozéssel egymaésra fektethetSk (2b. dbra). A csillagbtszog elnevezés megtéveszts, a 2. dbrak csillaganak
nyilvan tiz oldala van.

2b. dbra

Milyen tovabbi tulajdonsigai vannak ezeknek az alakzatoknak? A szabéalyos csillag-n-szognek 2n oldala van, a
szimmetriak miatt az oldalak egyenls hosszuak; szogei (amelyekbdl ugyancsak 2n van) koziil minden mésodik, n darab
egyenls nagysagu (ez legyen «), a tovabbi, az el6zGekkel szomszédos n darab szog ugyancsak egyenlS. A sokszogek
sz0goOsszegébdl konnyen adodik, hogy
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Legyen ugyanis a megfelels szabélyos sokszog kiindulasi cstucsa Ap, a k-adik cstics Aj, a csillagsokszog Ap-lal (az

oramutato jarasa szerint) szomszédos csicsa pedig Bi. Az AgA1O haromszogben (3a. dbra) v = — - 360° (hiszen a
n

szabalyos n-szog els6 és k-adik cstcsarol van szo), tehat
2k

(1) a=180°—~ = (1— —) - 180°.
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Az AgB; 0 haromszogben:
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amibél latszik, hogy valoban % + g = 180° — — tehat o + 8 = 360° — — amely Osszeg k-tol fiiggetlen. (1)-bol

és (2)-bol kiszamithato S értéke is:

B =180° + (k — 1)3(;0 .

A forgasszimmetria miatt a csillagsokszog méasodszomszédos csicsai egy-egy koron helyezkednek el: a k; és egy, az
elgz6vel koncentrikus ko koron (3b. dbra).
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3b. dbra

Ugy tiinik, a csillagsokszog minden masodik szoge konkav. Igaz-e ez? Ha a belss, ko kor sugarat noveljiik (vagy
csOkkentjiik), egy olyan alakzatot kapunk, amely megfelel a definiciénak, tehat ugyancsak nevezhetjiik szabalyos csillag-
sokszognek. Erre éltalaban nem igaz, hogy oldalai a szabalyos sokszog atloira illeszkednek. A | belsé” pontok mozgatasat
egészen addig folytathatjuk, amig mar nem lesznek konkav szogeink, de még nem érik el a kq kort (ekkor szabalyos
2n-sz0g keletkezik). Ezt megtehetjiik, hiszen

360°

o+ =360°— < 360° (4a. dbra).

A definici6 szerint ez is szabalyos csillagsokszog, de ha a szabalyos sokszoget nem tekintjiik annak, elGirhatjuk, hogy
csillagsokszogilink minden mésodik szoge legyen konkav. Van egy atmeneti allapot, amikor 5 = 180°, ekkor a csillag-
sokszog n oldalu szabalyos sokszdggé alakul at.
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4a. dbra

Ha a bels6, ko korre es6 csticsokat elforgatjuk a kdzéppont koriil, a forgasszimmetria tovabbra is teljesiil minden
maésodik oldalra, de a szomszédos oldalakra a tiikOrszimmetria mar nem, tehat a keletkezett ,korfiirész” nem szabalyos
csillagsokszog (4b. dbra).
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Nézziik meg most mar, hogy melyek az informatika feladat j6 megoldasai, ha a szabalyos n-szog k-szomszédos
csucsait kotjiik ossze. Igy egy folytonos, zart poligont (térottvonalat) kapunk, amelynek bizonyos szakaszai metszik
egymast, igy ezt hurkolt poligonnak [1] nevezziik (csak ekkor beszélhetiink a feladat megoldasénak tekintett szabalyos
csillagrol).

Ha k > g, akkor ugyanazt az abrat kapjuk, mint ha egy csucsbol indulva minden csucsot az (n — k)-adik szom-
szédjaval kotjiik Ossze. Paros n esetén k = g sem ad megoldast, ekkor ugyanis egyetlen szakaszt kapunk, a koriilirt

kor atmeérdjet. Igy feltehets, hogy: 2 < k < g

Nézziik el6szor az n = 11 esetet (ez szerepelt a kittizésben példaként). 2 < k < 5,5 miatt a lehetséges esetek:
k=2,3,4,5. Ha k = 2, a cstcsok 6sszekdtésének sorrendje:

0, 2., 4, 6., 8, 10, 1. 3. 5., 7. 9., 0.

(A 6. lépésnél nincs értelme 12. csticsot irni, hiszen ez megegyezik az elsgvel.) 11 prim, igy a 11. lépésben zarodik be
a sokszOg. A lehetséges eseteket az 5. dbra mutatja.

5. dbra

Hasonlé igaz, ha az n primszam. Ilyenkor a lehetséges értékek: k = 2,3, ..., [E] (ahol [z] jelenti az x szAdm egész
n n 2
részét, n paratlan prim, igy 5 nem egész), a megoldasok szama [—} —1.
Han = 10, akkor 2 < k < 5 miatt a lehetséges értékek: k = 2, 3, 4, ezeket mutatja rendre a 6. dbra. A k = 2 esetben
mér az 5. lépésben elérjiik a kiindulasi pontot, anélkiil, hogy a keletkezett szakaszok metszenék egymast, szabalyos
otszoget kaptunk. Altalanosan elmondhatjuk, hogy ha k | n, akkor szabalyos %—szijget kapunk, amit a feladat nem

tekint megoldasnak.

6. dbra

A k = 4 esetben szabalyos 6tagu csillagot kapunk, ami megoldas lehetne, de a feladat szévege nem ide sorolja,
n = 10 esetben tizagu csillagokat kell rajzolnunk. Altaldnosan: ha k-nak és n-nek van kozos osztdja, azaz ha nem

n
(n; k)
ami a feladatnak nem megoldésa.

A k = 3 esetben valoban szabélyos tizagu csillagot kapunk. Altaldnosan: ha k és n relativ primek (k > 2), akkor
be tudjuk jarni a csticsokat anélkiil, hogy az n-edik lépés el6tt visszaérnénk a kiindulasi pontba, a poligon hurkolt lesz
és igy n-agu csillagot kapunk.

Végill n = 10-re csak egy ,,j0” megoldast kaptunk, holott ha az informatika feladatot ugy értelmezziik, hogy
Osszekotjiik a kozépponttol egyenld tavolsagra levd atlokat, harom kiilonb6z6 megoldast is kapnank (hiszen ennyi
lehetséges k van, 7. dbra).

relativ primek, akkor egy -agu szabalyos csillagot kapunk (ahol (n;k) az n és a k legnagyobb kozos osztoja),

7. dbra



Van-e a feladatnak mindig megoldasa, ha n nem prim? Ha n = 6, k értéke csak 2 lehet, ekkor viszont szabalyos
haromszoget kapunk, ami nem megoldés.

Ha n legalabb 3, akkor van néla kisebb hozza relativ prim, példaul n — 1. Mi viszont a k-nak azokkal az értékeivel
dolgozunk, amelyekre k kisebb az n felénél. Lattuk, hogy ha n = 6, akkor azért nincs a feladatnak megoldéasa, mert a
6 felénél, a 3-nal kisebb szamok k6zott csak az 1 relativ prim a 6-hoz. Vannak-e még ilyen szdmok? Az alabbiakban
megmutatjuk, hogy nincsenek.

A kovetkezs Osszetett szam: n = 8, ehhez a felénél kisebb relativ prim a 3. n = 9 esetén megoldas a 2 (de a 4 is),
n = 10 esetén megoldas a 3. Képezziik most a kdvetkezs szorzatot:

Sr=PpP1-P2" ... Pry

ahol p; az i-edik primszam. s3 = 2-3-5 = 30, ami nyilvan nagyobb 5-nél (a legnagyobb tényez6nél), ezért minden n-re,
ahol 5 < n < 30, létezik k € {2;3;5}, hogy (k;n) = 1. Ellenkez6 esetben ugyanis az n primtényezss felbontasaban
szerepelnie kellene az elsé harom primnek, 4&m ekkor n > 30. Hasonléan kapjuk az altalanositast: Ha n kisebb az el6z6
r prim szorzatanal, akkor a {p1, pa, ..., p,} halmaz valamelyik eleme és az n relativ primek. Igy ha p, < n < s,., akkor
van olyan k < p, hogy (k;n) = 1. Az [5;30] intervallumban mar megvizsgaltuk a 11-nél kisebb szdmokat, az ennél

n
nagyobbaknal viszont az elébbiek miatt biztosan van E—nél kisebb n-hez relativ prim, hiszen az el6z6 halmaz Osszes

prim eleme kisebb 11 felénél.

Az intervallum als6 hatara az r-edik primszam, a fels6 hatara az els6 r prim szorzata, ami sokkal gyorsabban ng,
mint az als6 hatér, igy az intervallumok hossza gyorsan ng. (Pl. ha r = 4, akkor ez a [7;210] intervallum; ha r = 5,
akkor a [11;2310].) A fels6 hatart a mésodik lépést6l kezdve mindig 2-nél nagyobb primmel szorozzuk, igy minden

n-re taldlunk egy (vagy tobb) olyan intervallumot, amelynek tagja 3 is és n is, igy az intervallumnak megfelel§
primhalmazban talalunk g—nél kisebb n-hez relativ primet. Tehat minden 6-nal nagyobb n esetén van informatikai

p(n) —
2

kisebb n-hez relativ szdmok szaméat. (Ehhez gondoljuk meg, hogy k és n pontosan akkor relativ primek, ha n — k és
n is azok, méasfelsl ha k = 1 vagy n — 1, akkor nem kapunk megoldést.) A fenti becslések épp azt eredményezik, hogy
o(n) > 2, han > 6.

2
feladatunknak legalabb egy megoldasa. A megoldasok szama altaldban nyilvan , ahol o(n) jeloli az n-nél

Mindez persze nem jelenti azt, hogy hatégu csillag nem létezik, hiszen ismeriink is ilyet (8. dbra). Ezt valoban
a szabalyos hatszog kdzéppontjatol egyenls tavolsagra 1évs atloi alkotjak, mégpedig az egyetlen lehetséges moédon.
Ha minden lehetséges csillagsokszoget szeretnénk megkapni, programozasi feladatunkon tgy kellene modositani, hogy
ha visszaériink a kiindulasi pontba anélkiil, hogy n-agu csillagot kaptunk volna, az eljarast megismételjiik a masodik
pontboél indulva, majd a harmadikbél, és igy tovabb, amig még talalunk ,szabad” pontokat.

8. dbra

Eddigi okfejtésiink talan bonyolultnak ttinhet, de egy egyszerd programmal meg lehet keresni egy adott szamhoz
a felénél kisebb, vele relativ primeket. Ezekre pedig mar megalkothatjuk ,,jo” csillagainkat.
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